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Abstract

A common situation, not only in mathematics, is that a large and useful class of
problems is known to be solvable but no algorithm to actually solve the problem
exists.

In this text I will show how Grobner Bases can be used to construct and
calculate with objects derived from ordinary polynomials (more precisely, objects
expressed as residue classes to a polynomial ring modulo an ideal).

As an application it will be shown how systems of nonlinear polynomial equa-
tions are solved with Grobner Bases.






Sammanfattning

En vanlig situation, inte bara i matematik, &r att en stor och anvandbar klass av
problem &r losbara i princip men ingen algoritm som faktiskt 16ser problemen &r
kénd.

I denna bok visar jag hur Grobnerbaser kan anvéndas for att konstruera och
rikna med objekt skapade av vanliga polynom (restklasser till en polynomring
modulo ett ideal).

Som en tillimpning visas hur system av icke-linjara polynomekvationer 16ses
med Grobnerbaser.






Forord

En historisk aterblick

I sin "ungdom” var algebra algoritmisk till sin natur. Att syssla med algebra
innebar att hitta pa metoder, algoritmer, for att 16sa praktiska problem:

Givet en ekvation av typen az + b = ¢, hur bestammer vi det varde
pa c¢ som satisfierar ekvationen?

Sa lange problemen inte var av alltfér omfattande natur 16ste algebraikerna
manga fundamentalt viktiga problem.

Men ju langre tiden gick, desto mer omfattande och komplicerade blev prob-
lemen, 16sningarna likasa. I borjan av artonhundratalet var metoderna algebraik-
erna konstruerade av sa komplex natur att de blev helt ohanterliga, alla problem
var ju fortfarande tvungna att l6sas med penna och papper!

Till skillnad fran algebrans algoritmiska natur hade man inom geometri en az-
iomatisk syn pa varlden. Istéllet for att konstruera metoder for att 16sa problem
intresserade man sig for sjilva losningarna och deras egenskaper. Detta synséatt
anammades av algebraikerna och man stéllde sig fragor som:

Givet en ekvation av typen axr + b = ¢, vilka egenskaper har de
(matematiska) objekt som satisfierar ekvationen?

Detta synsatt gav ofta mycket eleganta resonemang, 1att éverblickbara pa ett
papper. Men i och med detta nya synsétt 6vergav man ocksa konstruktionen av
16sningsmetoder: Man visste hur 16sningarna sag ut men man hade ingen metod
att 16sa konkreta problem med”

Under senare delen av nittonhundratalet har emellertid det algoritmiska syn-
sittet fatt en renessans. Tva viktiga fordndringar ligger bakom detta:
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1. 1965 sag Grobnerbaser dagens ljus 1 och med Bruno Buchbergers doktors-
avhandling. Med Grobnerbaser knots de algoritmiska och axiomatiska
synsétten ihop i och med att man med hjilp av Grobnerbaser kan rakna pa
en stor klass av objekt som man anvant sig av for att beskriva losningars
egenskaper.

2. Den otroligt snabba utvecklingen av datorer har inneburit att metoderna
med Grobnerbaser ar tillgangliga for den breda massan.

Konstruktion av nya objekt: De rationella talen

Ett mycket vanligt arbetssdtt inom tex matematiken nér man vill konstruera
nagot nytt ar att man utgar ifran nagot gammalt och véalkant, lagger till extra
villkor och lér sig rdkna pa det "nya” man har konstruerat.

Vi ska konstruera de rationella talen utgaende fran heltalen. Vi brukar oftast
se rationella tal i formen

13

6 b)
sa en rimlig utgangspunkt dr talpar (a,b) dar a och b &r heltal. Om vi ser pa
mangden

S ={(a,b) | a,b € Z} (a)

av alla dessa talpar ser vi att den inte duger som beskrivning av de rationella

talen. T ex s ligger bade (4,2) (brukar skrivas som 3) och (8,4) i S, dvs vi har
tva olika ”element” i S som uttrycker samma ”tal” i Q vilket &ar helt oacceptabelt.

Om vi har tva tal (a,b) och (¢, d) fran S, nér uttrycker de ”samma sak”? Jo, om

% = 2 = ad = bc
vill vi att (a,b) och (¢,d) ska referera till samma tal. Med andra ord, vi vill
dela upp S i ett antal ekvivalensklasser som uppfyller att (a,b) och (c,d) ligger i
samma klass om och endast om ad = bc, matematiskt uttrycker vi det som

(a,b) ~ (¢,d) <= ad = bc (b)

vilket illustreras i figur 0.1.
Eftersom alla tal fran S som ligger i en och samma klass ”betyder” samma
sak vore det bra om vi ur varje klass kunde plocka ut ett speciellt tal som far

iv



Figur 0.1: Uppdelning av S i ekvation (a) i ekvivalensklasser enligt ekvation (b).

utgora en klassrepresentant for den klassen. Vi kan forstas vélja precis vilket

tal som helst i en klass som klassens representant, men eftersom vi sysslar med

matematik vill vi, givet en klass, kunna rdkna oss fram till denna representant.
Se pa funktionen f definierad genom

fi(a,b) = (gcd?a, b)’ gcd(ba, b)) '

Vi har tex att f(4,2) = (2,1) och f(8,4) = (2,1). Vi ville ju att tex talen (4, 2)
och (8,4) skulle betraktas som samma tal och i och med funktionen f har vi
funnit en 16sning pa problemet: Funktionen f(a,b) ger oss en representant ur
den ekvivalensklass som (a,b) tillhér och denna representan ar dessutom unik,
alla talpar som ligger i en och samma ekvivalensklass har samma bild under f
vilket illustreras i figur 0.2.

£(1/2) = £(2/4)
= (10/20)

L
2

Figur 0.2: Plocka ut en representant ur varje restklass.



For att aterknyta till den ursprungliga fragestéllningen: De rationella talen
vi var ute efter ar helt enkelt méngden av alla dessa klassrepresentanter, matem-
atiskt uttrycker vi det som

Q={f(a,0) [ (a,b) € S} .

vilket illustreras i figur 0.3.

Figur 0.3: Lat Q vara méngden av alla klassrepresentanter.

Hur réknar vi pa dessa "nya” tal? Eftersom alla tal som ligger i en ekvivalen-
sklass sdgs vara ekvivalenta kan man gissa sig till att det inte spelar nagon roll
vilket av dem man véljer vid ett visst tillfdlle. Vi hat tex att

3.2_6
12 4 48
och for att fa ett tal tillhorande Q applicerar vi f pa (6,48) och far
£(6,48) = (1,8)
vilket inte kommer som nagon &verraskning eftersom

6 _1
48 8
Om vi istallet raknar med element i Q har vi (f(3,12) = (1,4), f(2,4) = (1,2))

11 1

4 2 8
Det spelar mao ingen roll vilket element ur en ekvivalensklass vi rdknar med
eftersom funktionen f reducerar resultatet till ett element i Q.
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Om vi berdknar

326

12 4 48

men talet (6,48) ligger inte i Q. Rédddningen &r dock enkel: Vi beréknar f(6,48) =
(1,8) som &r en av de representanter vi tidigare kommit fram till och alltsa ligger

iQ.
En generalisering
Konstruktion enligt ovan av Q kan sigas besta av ett antal generella steg:

1. Vilj en samling objekt att utga fran (for att konstruera de rationella talen
valde vi att utga fran heltalen).

2. Bilda de nya objekten som ekvivalensklasser.

3. Konstruera en funktion for att berdkna unika klassrepresentanter.

I det hdar kompendiet ska vi se hur denna konstruktion ser ut nér vi utgar
ifran méngden av alla polynom istdllet for méngden av alla heltal. Det var
Bruno Buchberger som fick i uppgift av sin handledare Wolfgang Grobner att
”konstruera en bas for restklassringen till en polynomring modulo ett ideal” vilket
innebar att studera hur objekten ser ut som blir resultatet av en konstruktion
liknande den vi genomférde ovan.

En tillampning av Grobnerbaser: Losning av ekvationssys-
tem

Sag att vi vill 16sa ekvationssystemet

vzt —1=0 (0.1)
P+ —-2=0

Vi forsoker eliminera variabeln y. Vi tar den forsta ekvationen minus x ganger
den andra och far

va? —1l—z-(xy?+2—-2)= -2 +22-1=0 (0.3)
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som enkelt kan 16sas. Genom att kombinera (0.1) och (0.3) far vi
(2 —1)—1=0

och l6ser vi den med avseende pa x far vi

vilket insatt i (0.1) efter forenkling ger
yt =22 +1=0.

I mer komplicerade fall blir naturligtvis proceduren for att 16sa ett ekvationssys-
tem betydligt mer komplicerad. Men finns det da inte nagot battre sitt att gora
detta? Visst finns det det.

Ekvationerna i exemplet ovan &ar intimt sammankopplade med begreppet
ideal. 1 fallet med I6sning av ekvationssystem kan vi faktiskt sédga att de &r
likvardiga. Att soka nollstdllen till systemet ovan, dvs att 16sa det, ar samma
sak som att soka nollstillen till idealet genererat av {y?z? — 1,2y% + 2 — 2}. Nu
hjélper det oss inte speciellt mycket, men om vi berdknar detta ideals Grobnerbas
far vi

{y* +22—3,2° — 2z +1} (0.4)

och detta ideal har samma nollstéllen som det ursprungliga. Och att 16sa ekva-
tionssystemet

v +22-3=0 (0.5)
22 —20+1=0

bereder oss inga som helst problem.

Oversikt

Losning av system av ickelinjidra polynomekvationer ett av manga exempel pa
tillampning av Grobnerbaser, men végen dit &r inte helt enkel.

Vi ndmnde i forbifarten begreppet ideal och det &r hdmtat fran den gren av
matematiken som kallas abstrakt algebra. Varat forsta steg mot Grobnerbaser
blir alltsa att kika en del pa vad abstrakt algebra &r i allmdnnhet och vad dessa
ideal ar i synnerhet.
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Utrustade med abstrakt algebra fran kapitel 1 och 2 ger vi oss sa in pa en
formalisering av de operationer vi nyss genomforde nédr vi skapade funktionen
f 1 borjan av detta kapitel, reduktion. Denna reduktion kommer att anvandas
mycket flitigt i kapitel 4 som dr huvudmalet for detta kompendium.

Resterande kapitel d4gnas at olika tillimpningar av Grobnerbaser fran de mest
elementéra (och ocksa de mest tillimpbara) inom idealteori till mer komplexa
som losning av ekvationssystem.

Typografiska konventioner

En del stycken &r markerade med symbolen

Dessa stycken ligger vid sidan av huvudsparet och ar inte nédvéndiga for att
forsta resten. De innehaller (oftast) bakgrundsinformation, djupare motiveringar
och liknande. Anledningen till att de 6verhuvudtaget finns med &r att jag tycker
de &r intressanta och att de passar in just dér.

Nagra fa av dessa stycken &dr av sa exotisk natur att de har dekorerats med

tva varningstrianglar

Kompendiet ar lampligt {6r alla med grundliggande hogskole/universitetsmate-
matik, speciellt forutsatts att diskret matematik och linjér algebra finns i nagor-
lunda farskt minne.
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Verktygen






Kapitel 0

Grunder

0.1 Notationer

Vi anvénder de vanliga beteckningarna for
() Den tomma mdngden, skrivs ibland som {}.
N Méngden av de naturliga talen, dvs {0,1,2,3,...}.
Z Mangden av alla heltal, Z={...,-2,-1,0,1,2,...}.
Q De rationella talen.
R De reella talen.
C De kompleza talen.

Med a € A menar vi att a r ett element som ligger i méngden A, med A C B
menar vi att A ar en dkta delméngd av B, dvs det finns minst ett element i B
som inte finns i A och slutligen menar vi med A C B att A ar en delméngd av
B men att de ocksa kan vara lika.

Utifran ett antal givna méngder kan vi skapa nya méngder som ar kombina-
tioner av de ursprungliga:

AUB Unionenav A och B,omc € AUB har vi att ¢ € Aeller ¢c € B (eller c € A
och ¢ € B).

AN B Snittet av A och B, om ¢ € AN B har vi att ¢ € A och ¢ € B.
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A\ B
A® B

A®B

Mdéngddifferensen av A och B, om ¢ € A\ B har vi att ¢ € A men ¢ & B.

Direkta produkten av miangderna A och B. Ett element ¢ € A ® B skrivs
som (a,b) dar a € A och b € B.

Direkta summan av mangderna A och B. Att ett element ¢ € A® B betyder
att antingen ¢ € A eller c € B, dvs AN B = (). Ofta anvinds den direkta
summan ”omvéant” pa sa vis att om man har en mangd C' menar man genom
att skriva C = A @ B att C kan delas upp i tva distinkta delar A och B.

Forutom de vanliga notationerna for méngder kommer vi ofta att anvanda
dessa:

v
3

1R

a=(ay,...,an)
mod

lem

7

Allkvantorn, ”for alla . ..

Ezistenskvantorn, ”det finns minst ett ... ”

b2

Logisk operator, ” ... eller ...
Logisk operator,” ... och ...

Isomorfi, A ~ B betyder ungefir att A och B &r lika sa nér som pa namnen
pa elementen, lika manga element, samma struktur.

Delar, med a | b menas att b = a - ¢ {6r nagot ¢. Detta ar naturligtvis bara
av intresse om a, b och ¢ ar tex heltal och helt meingslost om de ar tex
reella tal.

Komposition, tex om f &r en funktion av en variabel betyder

(f o (@) = f(f(2)) -

an

Multiindez, |a] = a1 + -+ + ap, x* = x§* - - 28",
Rest t ex vid heltalsdivision.

Minsta gemensamma ndmnare (eng. ”Least Common Multiple”). En
gemensam namnare till a och b &r ett ¢ sadant att a | c och b | ¢. En
minsta gemensam namnare till @ och b ar det minsta ¢ som ar en gensam
namnare till a och b.

Tex sa dr lem(6,8) = 24 och lem(5,7) = 35.
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0.2 Idén med abstrakt algebra

Vi ska i den hér sektionen borja i (a) med att se pa den del av matematiken som
kallas abstrakt algebra ur en lite filosofisk synvinkel. Syftet dr att bygga en bro
mellan ”rékning” (calculus) och den axiomatiska matematiken.

Dérefter ska vi i (b) se lite pa skillnaden mellan vad man brukar kalla ”intu-
ituva forklaringar” och de definitioner och satser de forklarar.

Till sist ska vii (c) diskutera vad bevisforing gar ut pa.

(a) Abstrakt algebra

Forskning i olika vetenskaper kan man ofta dela in i tva olika delar: En experi-
mentell del och en teoretisk del.

I den experimentella delen jobbar man med ” verkligheten” inom sitt forsknings-
omrade. Det kan innebéra att understka t ex vad som hander nar partiklar kollid-
erar efter att ha accelererats i en partikelaccelerator eller hur méanniskor reagerar
pa stress. Ett experiment kan i sin tur ge upphov till idéer for nya experiment.
I den teoretiska delen jobbar man istéllet med en modell av verkligheten. Det
kan innebéra att genom att i en dator simulera en modell av partiklar eller bara
genom resonemang formulera nya teorier utifran de gamla. Mellan dessa tva de-
lar pagar ett standigt informationsutbyte. Experimentalisten kan experimentellt
understka om en ny teori haller och teroretikern kan formulera teorier utifran
experimentdata. Inom vissa vetenskaper kan uppdelningen mellan teoretiker och
experimentalister vara ganska tydlig men inom andra omraden flytande eller prak-
tiskt taget obefintlig. Detta kan askadliggoras i ett diagram enligt figur 0.1.

I matematik finns egentligen ingen experimentdel. Man kan inte skicka inte-
graltecken genom en accelerator och man kan inte se hur differentialekvationer
paverkas av stress. En uppdelning som fungerar béttre ar att se pa tillampad
matematik, d vs matematik for att 16sa problem inom olika omraden (inklusive
matematiken sjilv), och teoretisk matematik dir man ser pa den tillimpade
matematiken och dess grundldggande ideer.

Abstrakt algebra (den teoretiska delen) syftar till att (1) se pa tex "rékning”
(i méngder) i alla dess former, skrapa bort allt ”onddigt” och ta fram en eller
flera minsta gemensamma nadmnare for alla siatt att rdkna. Dessa minsta gemen-
samma namnare formulerar man matematiskt, undersoker genom att formulera
och bevisa satser vad dessa matematiska formuleringar leder till (2) och tillampar
slutligen resultaten av understkningarna pa praktikfall (3). Man kan upptécka
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SN

Experiment Artlaly sera
eorier
/ \ ,
/ \ , r
/ \ ; .
: '3 ! |
l e~ | |
\ / = \ ,
\ / ) T) ,
2 8 ,
Analysera SE) % Teorier
: 72}
experimentdata .= S
2 =
o]
H &

Figur 0.1: Koppling mellan experimentell och teoretisk del i olika vetenskaper.



0.2. IDEN MED ABSTRAKT ALGEBRA 7

samband mellan olika praktikfall och arbete man har lagt ner pa dessa min-
sta gemensamma ndmnare kan tillaimpas pa manga olika praktikfall och detta
forfarande ar alltsa mycket arbetsbesparande!

(b) Intuitiva forklaringar

En vanlig kélla till missforstand i matematik &r att blanda ihop ett matematiskt
begrepp, t ex en sats, med en forklaring till detsamma.

Exempel. °
Forklaringen é&r till for att forklara men man far inte under nagra omstén-
digheter dra slutsatser fran den! Slutsatser maste ovillkorligen komma fran de

ursprungliga definitionerna och satserna!

Generellt kan man sidga att ett begrepp

Begrepp
kan forklaras pa manga olika sitt
Begrepp
FOrklarmgléZlg 2\...\130mlarmg n
och en forklaring
Forklaring

kan vara en forklaring till manga olika begrepp
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Begrepp 1 Begrepp 2 Begrepp n
Forklaring

och detta leder till ett manga-till-manga forhallande mellan begrepp och
forklaringar. Haller man inte isdr dessa har man ganska snart ingen aning om vad
som verkligen galler! Man maste alltsa alltid testa sina ideer mot den formella
definitionen. Testar man mot en forklaring testar man i sjalva verket mot alla
definitioner som kan forklaras med den forklaringen!

I texten kommer det att finnas en hel del forklaringar till saker och ting
men det géller att hela tiden vara pa sin vakt och inse vad som verkligen AR
matematiska begrepp och vad som bara ser ut att vara det. Oavsett hur vil
man tycker att en intuitiv forklaring passar in pa ett ”praktikfall” maste man
ga tillbaka till definitionerna och satserna for att Overtyga sig sjalv om att den
intuitiva bilden man har verkligen gar att tillaimpa.

(c) Bevisforing

Vad menas med ett bevis? Nér en forfattare presenterar ett pastaende (tex en
sats) vill forfattaren (oftast) att ldsaren ska tror pa vad forfattaren skriver. Det
finns manga sétt att overtyga lasare: Man kan formulera sig pa ett sitt sa lasaren
inte alls ifragasétter, man kan med statistik troliggora sitt pastaende osv.

Att bevisa nagot matematiskt innebéar ocksa det att Gvertyga ldsaren om
att ett pastaende ar sant. Forfattaren utgar fran att ldsaren ”tror” pa vissa
grundldggande pastaenden och skriver ett ”bevis” som ska fa ldsaren att tro att
det verkligen finns ett bevis (utan fnuttar). Det "bevis” forfattaren presenterar
ar aldrig fullstdndigt utan vitsen &r att ldsaren utifran ”beviset” och sina tidigare
kunskaper ska kunna konstruera ett bevis som ar tillrackligt for att sjalv tro pa
forfattarens pastaende.
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0.3 Ordningar

For att kunna ordna objekt maste dessa kunna jamféras med varandra och for
att tva objekt ska kunna jamforas maste det finnas en relation mellan dem.

Lat M vara en méngd objekt vi vill ordna. Bilda produkten M ® M. Med
en relation ® pa M menar vi en delméngd R C M ® M och vi sdger att aRb (a
relaterar b) om (a,b) € R.

Exempel. Den vanliga < &r en relation pa N. Om vi har tva tal a,b € N
definieras relationen R av

a<b<= (a,b)eR.

Relationen kan askadliggoras i en tabell (ett x betyder att den kombinationen
tillhor relationen):

b
asb g 2 3
0]l x x x x X
1 X X X X
a 2 X X X
3 X X
: X

Olika sorts relationer och ordningar
Lat R vara en relation pa M.
Att R ar reflexiv innebér att
A(M)CR

(A(M) &r diagonalen fran 6vre vénstra till nedre hogra hornet i M @ M) dvs att
for alla @ € M har vi att a Ra, a relaterar sig sjilv (kan jamforas med sig sjalv).
Att r &r symmetrisk innebér att

RCR!
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(R ={(b,a) | (a,b) € R} ) vilket betyder att om aRb si maste ocksa bR a
vilket ocksa innebér att vi tillater element som &r likvérdiga (ur relationen R:s
synvinkel) i den mening att a Rb och bR a.

Att R &r transitiv innebér att

RoRC R

vilket &r detsamma som att for a,b,c € M géller att om a R b och bR ¢ sa har vi
ocksa att a R ¢, vi kan ”ga direkt” utan att ta omvégen via b.
Att R ar antisymmetrisk innebir att

RAR™ C A(M)

och det betyder att det inte kan finnas nagra element som ar likvardiga i den
mening att (a # b) aRb och bR a, dvs (nistan) motsatsen till symmetrisk.
Att R dr konnex innebéar att

rUrt=MeM

dvs att for a,b € M har vi att a Rb eller bR a (eller bada), man kan se det som
att vi inte tillater nagra ”6ar” med element som relaterar varandra utan att ha
nagon koppling till resten av elementen eller att alla element &r jamférbara med
varandra.

Dessa grundldggande karaktériseringar av relationer anvénds inte sa ofta di-
rekt utan man brukar istéllet kombinera dem for att skapa mer ”kraftfulla” rela-
tioner.

Den forsta kombinationen vi ska anvénda oss av kallas for ekvivalensrela-
tion, betecknas vanligen med ~, och den &ar reflexiv, transitiv och symmetrisk.
En ekvivalensrelation ~ pa en mingd M delar upp M i ett antal klasser (hogar)
med inbordes likvardiga (enligt ~) element.

Exempel. Ekvivalensrelationen ~ som definieras av

a~b<—= a=bmod3

(dvs samma rest vid heltalsdivision med 3) delar upp méngden {0,1,2,...,17}
i tre klasser enligt figur 0.2. °
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Figur 0.2: Ilustration av ekvivalensklasser.

Den andra kombinationen vi ska anvanda oss av kallas for partiell ordning,
betecknas vanligen med <, och den &r reflexiv, transitiv och antisymmetrisk. I en
partiell ordning finns inga likvéirdiga element. De element som relaterar varandra
(motsvarande elementen i en ekvivalensklass) ordnas sinsemellan och visualiseras
som en eller flera grenar i ett Hassediagram, se figur 0.3. Tex sa bildar talen
{3,6,24,1080} en gren och talen {2,3,5} utgoér diagrammets 16v.

Exempel. Den partiella ordningen < pa elementen
{2,3,4,5,6,15,24,45,1080}
som definieras av
a<b<alb

(dvs b ar en multipel av a) kan askadliggoras i ett Hassediagram, se figur 0.3. o

0.4 Ekvivalens och kanonisk forenklare

Ett ofta forekommande problem &r att avgéra om tva givna uttryck i sjdlva verket
uttrycker samma sak. Att se att polynomen p; = (z + 1) och py = 22 + 22 + 1
i sjilva verket &r samma polynom &r inte svart, men generellt sett &r det inte
alltid sa latt. Vad vi gor nér vi vill ta reda pa om tva uttryck &r lika &r att pa
nagot listigt satt skriva om dessa for att fa uttrycken pa en form déar vi direkt
kan avgéra om de ar lika eller ej.
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1080

24 90
/NN
4 6 15
AV

2 3 5

Figur 0.3: Illustration av en partiell ordning.

En generell formulering av ovanstaende problem bestar av tva komponenter:
Den forsta komponenten ar en ekvivalensrelation ~ pa en méngd uttryck £ som
bestdmmer vilka uttryck som ska anses vara lika. Den andra komponenten ar var
strategi for forenkling som vi kan se som en funktion som givet ett uttryck som
argument ger ett annat, ”férenklat”, uttryck.

Att avgéra om tva givna uttryck a och b &r ekvivalenta under den givna
ekvivalensrelationen, dvs om a ~ b eller inte, kallar vi for att 16sa ett ekvivalen-
sproblemet. Ett specialfall av ekvivalensproblemet far vi om b = 0, dvs vi vill ta
reda pa om a ~ 0, vi kallar det for nollekvivalensproblemet.

Om vi borjar med nollekvivalensproblemet, vilka krav stéller vi pa ”forenk-
lingsfunktionen” (som vi kallar fér S)? Om a ar ett uttryck maste naturligtvis
S(a) ~ a, dvs om vi férenklar a fordndrar vi inte dess betydelse. Eftersom
vi speciellt ar intresserade av att avgoéra om ett uttryck a betyder samma sak
som noll (skrivs som a ~ 0) vill vi (om sa ar fallet) att S(a), uttrycket a efter
forenkling, och S(0), 0 efter forenkling, ska se lika ut. Vi skriver detta som att
S(a) = 5(0).

Detta kan vi sammanfatta i en definition:

Definition 0.1 (Normal férenklare) Lat E vara en mdngd uttryck och
~ en ckvivalensrelation pa E. FEn normal forenklare pd (E,~) dr en
berdkningsbar funktion S : E — E som uppfyller foljande:

(i) For alla a € E gdller att S(a) ~ a .

(i) For alla a € E gdller att a ~ 0= S(a) = 5(0) .
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I det mer generella ekvivalensproblemet, vilka krav stéller vi pa ”férenklings-
funktionen” (som vi hér kallar for C)? Eftersom ekvivalensproblemet ”inklu-
derar” nollekvivalensproblemet ska C' vara en normal forenklare. Dessutom ar vi
nu intresserade av att avgéra om tva uttryck a och b betyder samma sak (skrivs
som a ~ b) och vi vill (om sa ar fallet) att C(a) efter forenkling ser ut precis som
C(b). Vi skriver detta som C(a) = C(b).

Detta kan vi sammanfatta i en definition:

Definition 0.2 (Kanonisk férenklare) Lat (E,~) vara som ovan. En ka-
nonisk férenklare pd (E,~) dr en normal férenklare C : E — E som
dessutom uppfyller féljande:

(i1i) For alla a € E gdller att a ~b= C(a) = C(D) .

Definition 0.3 (Normal och kanonisk form) Lat S respektive C vara en
normal respektive kanonisk forenklare pa mdangden E och lat a vara ett element
1 E. Omwvi har att S(a) = a sd dr a pa normal form. Om vi har att C(a) = a
sa dar a pa kanonisk form.

Vi har alltsa att a ~ 0 om och endast om S(a) =0 och a ~ b om och endast
om C(a) = C(b). Visdger att nollekvivalensproblemet respektive ekvivalensprob-
lemet &r 16st om vi kan hitta berdkningsbara funktioner (algoritmer) S respektive
C enligt resonemanget ovan.

Exempel. Lat F vara mangden av alla polynom i en variabel x med heltals-
koefficienter. Vi skapar tva funktioner f; och fo enligt foljande:

fir () Multiplicera ihop alla produkter av polynom och

ii)  samla ihop termer av samma grad.

ii)  samla ihop termer av samma grad och

(
(
far (D) Multiplicera ihop alla produkter av polynom,
(
(iii) ordna termerna efter stigande gradordning.

Da ar f; en normal forenklare men ej en kanonisk och fy &r en kanonisk
forenklare. En normal form fér polynom med avseende pa f1 ar

@z +agx® + - +ama®  didr e; Fe; nar i #j,

tex sa dr 22 + 322 — 22 pa normal form med avseende pa f; men 222 + 3z + 22
ar det inte. En kanonisk form fér polynom med avseende pa fo ar

a1x® + asx® + - + aprtm dir e; <e; mnir i>j,
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tex sa #dr o + 322 + 2* pa kanonisk form med avseende pa fo men z* +1 — 22 &r
det inte.

Om tva polynom p; och py bada ar pa kanonisk form ser vi att de betyder
samma sak (som polynom betraktade) om och endast om de ocksa ser lika ut

(rent textuellt)!



Kapitel 1

Abstrakt algebra

Inom alla fackomraden finns det mer eller mindre vedertagna facksprak. For de
som &r insatta i omradet ar fackspraket guld vart—man kan snabbt, enkelt och
precist anvénda sig av olika begrepp och det utan att bli alltfér missforstadd.
For en utomstaende ar fackspraket ibland till besvéar. Det &r inte nog med att
man inte forstar vad ”experterna” séger, det kan ocksa vara svart att fa en vettig
forklaring till ett begrepp sa om man vill ge sig i kast med ett omrade ar det mer
eller mindre ett maste att forst bli fortrogen med dess sprak.

I grunden for all matematik (i alla fall den som presenteras hér) finns méngder
i en eller annan form!. Det kan rora sig om méingder av heltal, mingder av
funktioner eller kanske méngder av méngder. For att kunna ga vidare behdver
man forr eller senare kunna gora nagot med elementen i dessa méngder, utféra
nagon operation pa ett, flera eller kanske alla element i en méngd. En sorts
operationer ar de sk bindra operationerna och dessa ska vi stifta bekantskap med
i sektion 1.1. Med dessa operationer ska vi ge oss pa nagot sa bekant som vanlig
rakning! De fyra rdkneséitten har for linge sedan blivit nagot naturligt for oss
utan att vi egentligen har brytt oss om vad vi egentligen gor. I sektion 1.1 borjar
vi fran borjan, dvs i arskurs ett i grundskolan. Sakta men sdkert bygger vi pa
var reportoar av riknesatt for att slutligen (aterigen) kunna rékna precis som vi
har gjort i flera ar. Men, och det ar ett viktigt men, nu wvet vi vad vi gér! Och
med denna kunskap kommer vi att kunna rékna pa sétt som for den oinvigde ser
helt obegripliga ut.

Rakning i delmangder av olika slag ar ingen nyhet. Ett enkelt exempel &r
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rakning med rest:
17
5 = 3 rest 2 eller 17 mod 5 =2

Hér réknar man med en delméngd {0,1,2,3,4} av heltalen. Vad vi ska gora i
sektion 1.2 och 1.3 ar att generalisera det hér till att gilla for delmangder i
allménhet. Sektion 1.2 handlar om en abstrakt beskrivning av delméngder av
olika strukturer och sektion 1.3 om hur man raknar i dem.

Malet for kapitlet ar att kdnna sig nagotsanar hemma bland begreppen binéra
operationer, monoider, grupper, ringar, kroppar, ideal och restklasser. Eftersom
det har inte ar en kurs i abstrakt algebra utan bara en introduktion till de mest
centrala begreppen finns inte utrymme for nagra djuplodande diskussioner utan
vi haller oss pa ett ganska populdrt plan, dock utan att forsaka matematisk
stringens.

VIKTIGT!!! Det ska sdgas att den abstrakta algebran vi nu ska ga igenom
inte alls ar latt. Tvértom, eftersom det har ar nagot helt nytt for de flesta kan
det kdnnas valdigt tungt. Men ha hela tiden i atanke att vad vi haller pa med
ar (ndstan) ingenting annat an helt vanlig rakning, precis som vi har gjort sedan
forsta klass i grundskolan. Den enda skillnaden &r att vi nu riktar in oss pa de
grundldggande ideerna bakom denna rékning och formulerar dessa sa att det vi
vet om rikning far en storre giltighet. Och med denna nya formulering kommer vi
att lara oss rédkna pa ett flertal nya séatt. Men allt vi tidigare lart oss om rakning
géller (givetvis) fortfarande!

1.1 Rakning i mangder

Vad innebér rakning i mangder? I princip innebéar det att man for en mangd
definierar regler for hur olika element i mangden ska associeras till varandra. Nar
vi larde oss den vanliga multiplikationstabellen fick vi ldra oss utantill att om
lararen sa "nio ganger sju” skulle vi svara ”sextiotre”. Den delen av matematiken
syftade till att lara oss hur regeln ”ganger” associerade tva tal (i exemplet nio
och sju) till ett tredje (sextiotre). Efter lang traning lyckades vi lara oss att till
alla kombinationer av sifforna 0-10 associera vad som kallas for ”produkten” av
dessa kombinationer och att ”"multiplicera” (regeln kallades multiplikation) tva
tal med varandra har sedan dess skett helt automatiskt.
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En stor hjalp vid inldrandet av multiplikation var multiplikationstabellen, en
liten del av den kunde se ut sa hér:

S
>

IS}
W N =
W N = =
S NN o
O© O W w

Multiplikationstabellen bestar av ett par olika delar: Rutan langst upp till vénster
visar hur vi betecknar regeln som tabellen definierar. Det kan naturligtvis finnas
manga olika sétt att beteckna en och samma regel, t ex sa brukar man oftast inte
skriva ut a-b utan noja sig med ab. Regeln multiplikation omfattar tva operander
(en annan regel kanske omfattar fler operander). Kolumnen lidngst till vanster
kallar vi for definitionskolumn och oversta raden for definitionsrad. Om en av
operanderna halls konstant far vi en "ny” regel med endast en operand och den
regelen definieras av en kolumn eller en rad i den ursprungliga tabellen. Vi kallar
en sadan rad for en operandrad och en sadan kolumn foér en operandkolumn. T ex
sa menar vi i exemplet med multiplikationstabellen med operandraden till 2 talen
2, 4 och 6.

Det finns manga andra sétt att se pa ”regler”. Vilbekant &r avbildningar
(funktioner) mellan méngder som spelar en stor roll inom matematik. En generell
avbildning som avbildar element ur médngden A till element i mdngden B beteck-
nar vi med f: A — B. Hur mingderna A och B ser ut kan forstas variera i det
odndliga. Om f &r en funktion av en variabel som avbildar ett reellt tal pa ett
reellt tal skriver vi f : R — R, ett exempel pa en sadan funktion ar avbildningen
f:a— 322 =3 (eller i "dagligt tal” f(x) = 322 — 3). Sjilva definitionsmiingden
kan vara mer komplext uppbyggd, en funktion av ett reellt tal och ett heltal som
ger ett reellt tal skriver vi som f : R Xx N — R och ett exempel pa en sadan
funktion ar g : (z,n) — 2™ (dvs g(z,n) = z™).

En regel enligt ovanstaende kan i sin mest generella form se ut hur som helst.
Ingenting hindrar oss fran att definiera en regel genom tabellen

b
axb mfkel kluyk  hgu
Jir rtqe yui cfzs
a jeio || vxgs voc kort
poi ZXr( ueo  oireu

och kalla den for ”multiplikation”, men man kan ju fraga sig vad det skulle vara
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bra for. Nu ar vi inte intersserade av liknande regler utan vi kommer att stélla
vissa krav pa de regler vi ska anvénda oss av.

Det lagsta krav vi stéller pa en operation ar att den ska vara en bindr operation
och vad vi menar med det ska vi se i sektion (a).

Vi presenterar sedan i sektionerna (b)—(e) begreppen monoider, grupper,
ringar och kroppar. Dessa begrepp definierar olika algebraiska strukturer som
arver varandras egenskaper med monoid som den mest generella och kropp som
den mest specialiserade. For varje struktur borjar vi med att beskriva den i
relativt 16sa termer for att definiera den matematiskt. Vi tittar pa hur tabeller
liknande multiplikationstabellen ser ut for strukturerna och avslutar varje sektion
med bade kénda och okénda exempel.

Avslutningsvis sammanstéller vi i sektion (f) dessa strukturers relationer till
varandra.

(a) Binar operation

En speciell sorts avbildningar ar de som ar slutnaiden mening att funktionsvardet
av ett element ur en méngd tillhér den ursprungliga méangden, vi kan alltsa inte
"komma ut” ur definitionsméngden. En avbildning f : N — N definierad som
f : &+ 2z &r sluten men avbildningen f : N — Q definierad av f : x — 1/x ar
det inte.

Definition 1.1 (Bin&r operation) En bindr operation pa en mdngd S dr
en avbildning S x S — S som till varje par (a,b) € S x S ordnar exakt ett
element c € S.

Eftersom en binar operation ar sluten kan operationens tabell bara innehalla
element ur operationens definitionsméngd. Och eftersom bada operanderna har
samma definitionsméngd maste definitionskolumnen och definitionsraden vara
lika.
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Exempel. Den booleska operatorn AND och subtraktion, ({0,1},AND) och
(Zv _):

b
a—b -1 0 1 2

anb || 0 : :
! 0 1 1 0 -1 -2 -3
000 L0 1 0 -1 -2
10 1 1 2 1 0 -1
2 3 2 1 0

Andra exempel ar addition av naturliga tal (N, +), derivering av en funktion som
ar odndligt deriverbar, (C*°, %) och multiplikation av polynom.

Observera att den ”vanliga” multiplikationstabellen fran 1-10 inte r en binar
operation eftersom den innehaller tal som &r storre d&n 10. Subtraktion av tva
naturliga tal &r inte en bindr operation, tex sa dr 2 — 4 = —2 och —2 &r ¢j ett
naturligt tal. °

Anmairkning. Ténk pa att det i definition 1.1 finns tre mycket viktiga krav:
(1) Operationen maste vara definierad, dvs fungera for alla par (a,b) € S x S.
(2) Operationen maste vara vdldefinierad, dvs till ett par (a,b) € S x S far
operationen bara associera exakt ett element ¢ € S. (3) Operationen maste vara
sluten, dvs elementet ¢ som operationen associerar med (a,b) maste verkligen
ligga i S.

Vid vanlig multiplikation kan man utan vidare byta plats pa operanderna,
dvs ab = ba. Detta giller dock inte alltid, tex sa kan man inte alltid kasta
om ordningen pa tva matriser vid matrismultiplikation. Om man kan kasta om
ordningen pa detta sitt sdger vi att operationen ar kommutativ:

Definition 1.2 (Kommutativ operation) En bindr operation * pa mdng-
den S dr kommutativ om axb=bxa for alla a,b € S.

Den kommutativa operationen gor att den till operationen horande tabellen
ar symmetrisk relativt diagonalen fran 6ver vénstra till nedre hogra hornet.
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Exempel. Multiplikation av heltal, (Z,-), & kommutativ:

b
a-b 10 1 2
~1 1 0 -1 -2
., Of... 00 0 0
1 10 1 2
2 2 0 2 4

Andra exempel ar de logiska operatorerna OR och AND samt medelvéardesbildning

iQ. °

Anmairkning. Observera att tecknet som betecknar operationen kan skrivas
precis som man vill och att man skriver operationen som ett + behover inte
betyda addition i vanlig mening. Dock brukar man anvanda + for att beteckna
en kommutativ operation och - for en operation som ej ir kommutativ.?

Anmirkning. Kom ihag att &ven om vi talar om addition och multiplikation
sa ar det bara for att skilja de bada operationerna at. Det kan ju vara sa att
additionsoperationen faktiskt dr vanlig addition, men oftast dr det inte sa.

En annan vanlig rdkneregel dr att man vid en serie likadana operationer kan
utfora dem i vilken ordning man vill, tex sa r a+b+c¢ = (a+b)+c=a+ (b+¢),
denna egenskap kallas for associativitet.

Definition 1.3 (Associativ operation) En bindr operation x pa mdngden
S dr associativ om a x (bx c) = (a xb) x ¢ for alla a,b,c € S.

Att se i en tabell om den definierar en associativ operation eller ej kan man
inte gbra pa nagot enkelt sdtt, man maste da kontrollera hela tabellen, ruta for
ruta, om alla kombinationer uppfyller kraven fér en associativ operation.

Exempel. Vanlig addition och multiplikation &r associativa men subtraktion
och division &dr det inte, tex sa ar (1 — 1) — 1 = —1 och (30/5)/2 = 3 vilket inte
ar samma sak som 1 — (1 —1) =1 och 30/(5/2) = 12.

Funktionerna min(a,b) och max(a,b) ar associativa och kommutativa men
”projektionen” (a,b) — a bara dr associativ. .
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(b) Monoider

Den enklaste formen av struktur vi ska anvénda fér att rdkna i bestar av en
méngd samt en bindr operation. Denna operation kan definieras precis som man
vill sa lange man uppfyller vissa villkor. Det ena villkoret ar att operationen ska
vara associativ, dvs att (a +b) + ¢ = a + (b + ¢). Det andra villkoret &r att det
ska finnas ett sk enhetselement.

Definition 1.4 (Monoid) En monoid (M, x) dr en mdingd M tillsammans
med en bindr operation, *, som uppfyller féljande villkor:

G 1 Den bindra operationen * dr associativ.

G 2 Det existerar ett (entydigt) enhetselement e € M som uppfyller exx =
xxe=x for allax e M.

Vi ska enligt definitionen ha en tabell som beskriver en associativ binér oper-
ation. Forutom detta ska vi ha ett enhetselement och ett enhetselement e kdnner
man igen genom att operandkolumnen respektive operandraden till e ar identisk
med definitionskolumnen respektive definitionsraden.

Exempel. Addition av naturliga tal (med 0 som enhetselement), (N,+),
och méngden av alla potenser av variabeln X, ({X" | » > 0},-) med positiva
exponenter (med 1 = X° som enhetselement):

b b
atb g 1 9 3. a-b 1 X Xx2 X3
010 1 2 3 1] 1 x x2 x°
oLl 2 34 X | x oxoxt x|
oll2 3 4 5 wlx ¥ i ¥
33 4 5 6 X3 | x3 xt x5 x¢

Operatorerna AND och OR adr kommutativa monoider med 1 respektive 0 som
enhetselement.
Matrismultiplikation bildar en monoid (M, -) som inte 4r kommutativ. e

(¢) Grupper

En naturlig specialisering av monoider ar att krava att vi ska kunna ”ta inversen”
av operationen. Man kan se detta som att vi nu far tva rdknesétt dar de ar
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inversen av varandra. I sjalva verket tillfér vi ingen ny operation utan vi kraver
istéllet att det till varje element a ska finnas ett inverterat element a~' som
uppfyller villkoret a*a~' = e dir * ar operationen och e &r enhetselementet. Vad
innebér detta? Om vi ser pa heltalen under addition skriver vi tex 3+3"1 =0
och vi ser att om vi skriver 37! som —3 far vi 3 + (—3) = 0 och vi har genom
dessa inverterade element fatt en (skenbar) extra operation.

Definition 1.5 (Grupp) En grupp (G,*) ar en monoid som dessutom upp-
fyller wvillkoret:

G 3 Férvarjex € G existerar det ett element =1 € G som uppfyller xxx~' =

=l sz = e ddr e dr enhetselementet.

Om operationen x dessutom dr kommutativ ér G en abelsk grupp.

En tabell for en grupp ser ut som en tabell for en monoid. Eftersom det till
varje element a i gruppen ska finnas en ”invers” a~! som uppfyller att axa~ ! =e

maste varje rad och varje kolumn innehalla enhetselementet.

Exempel. Addition av heltal modulo 4, ({0,1, 2,3}, + mod 4), och addition
av termer i en variabel X, ({aX | a € Z}, +), bildar abelska grupper (tex sa &r
143 =0mod 4 sa 3 &r det inversa elementet till 1):

b
atbh b a+b X 0 X 2X ---
mod4 [0 1 2 3 :

oo L 2 3 X 29X X 0 X
11230 L0l X 0 X o2x
2012 3 0 1 X 0 X 2X 3X
3013 01 2 2X X 2X 3X 4X

Heltalen bildar under addition en grupp (Z,+) (med 0 som enhetselement
och —a som inverterat element a ! liksom de rationella talen férutom noll under
multiplikation (Q — {0},-) (med 1 som enhetselement och 1/a som inverterat
element a~1).

Méngden av alla inverterbara matriser (av en viss storlek) bildar en grupp
(som ej &r abelsk) under matrismultiplikation, (S, ). .
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V En grupp ségs vara cyklisk om det existerar ett element a € G sa att alla
element tillhérande G kan skrivas (multiplikativt) som a™ for nagot heltal
n (eller additivt som a - n). Man séger att a ar en cyklisk generator eller att a
genererar G eller att G genereras av a vilket skrivs som G = (a).
Exempel.
(X) ={X",neZ}
={.., X2 x"Xx°x"Xx?. .}
(1) ={1-n,ne€Z}
={..,-2,-1,0,1,2,...}

For fortsatt ldsning, se [Fra89] kapitel 1.

(d) Ringar

Skillnaden mellan en monoid och en grupp &r ett skenbart nytt raknesétt. Nu ska
vi titta ndrmare pa en struktur som till en abelsk grupp (R, +) tillfor ett verkligt
nytt rédknesétt. Dessa tva réknesétt knyts samman genom den sk distributiva
lagen som, om den nya operationen betecknas med ”-”, séger att a - (b + ¢) =
a-b+ a-c Vilket tecken vi valjer for att representera den andra operationen
spelar ingen roll sa lange vi kan skilja de tva operationerna fran varandra.

Pa samma sétt som vi kan se pa en grupp som en mangd med tva raknesétt
kan vi se pa denna nya struktur som en méngd med tre riknesétt:

Definition 1.6 (Ring) En ring (R, +, ) dr en mangd R tillsammans med
tva bindra operationer + och -, som vi kallar addition och multiplikation, som
uppfyller féljande villkor:

R 1 (R, +) bildar en abelsk grupp.
R 2 Multiplikation dr associativ och har ett enhetselement’.
R 3 For alla a,b,c € R gdller den distributiva lagen:

(a+b)c=ac+ bc
och
cla+b)=ca+cd

Om multiplikationen dr kommutativ kallas R en kommutativ ring.

TVanligt forekommande #r ocksa att man i definitionen av en ring inte kriver ett multip-
likativt enhetselement. Ringen i definition 1.6 kallas da ring med enhetselement.
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Eftersom en ring innehaller tva olika operationer maste vi ha tva tabeller.
Den ena tabellen (kallas for den additiva tabellen eftersom operationen &r kom-
mutativ) ser ut precis som en tabell {6r en grupp och den andra (kallas den
multiplikativa tabellen eftersom operationen inte behover vara kommutativ) som
for en monoid. Dessa tva tabeller kopplas samman genom den distributiva lagen.

Exempel. Genom att kombinera exempel fran monoider och grupper ser vi
att ({aX" | a € Z,r € N}, +, ) bildar en ring.

Heltalen bildar under vanlig addition och multiplikation en ring (Z,+,-),
heltalsringen.

Matriser bildar en icke kommutativ ring under vanlig matrisaddition och ma-
trismultiplikation, (M, +, ).

Polynom bildar under polynomaddition och polynommultiplikation en ring,
polynomringen. °

For fortsatt ldsning, se [Fra89] kapitel 4.

(e) Kroppar

Pa samma sitt som vi fick en grupp utifran en monoid genom att inféra en
skenbar ”inversfunktion” kan vi skapa ytterligare en ny struktur genom att inféra
en (skenbar) inversfunktion till ringens multiplikationsoperation. Resonemanget
ar helt analogt med utokningen av monoider till grupper, fast nu vill vi skapa en
invers med avseende pa det multiplikativa enhetselementet.

Vi kréver att det till varje element (noll, det additiva enhetselementet, un-
dantaget) a i ringen ska finnas ett inverterat element a~! som uppfyller villkoret
a-a~' =1 dir - dr den multiplikativa operationen och 1 #r det multiplikativa
enhetselementet. Vad innebar detta? Om vi sétter in siffror i uttrycket ovan far
vitex 3-371 =1 och vi ser att om vi skriver 37! som 1/3 far vi 3-(1/3) =1 och
vi har genom dessa inverterade element fatt en (skenbar) extra operation. Detta
ar detsamma som att siga att alla element forutom 0 (noll) bildar en grupp under
operationen multiplikation.

Enligt tidigare resonemang kan man se denna nya struktur som en méngd
med fyra rdkneséatt, dock ar det inte fraga om fyra helt skilda rdknesatt utan tva
skilda rakneséatt med tillhorande inversa operationer.

Definition 1.7 (Kropp) En kropp dr en kommutativ ring' sddan att 1 # 0
och den multiplikativa monoiden av element skilda fran noll bildar en grupp.

1 de fall en ring har definierats utan multiplikativt enhetselement kriver en kropp istillet
en kommutativ ring med enhetselement, se fotnot till definition 1.6.
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Eftersom en kropp ocksa ar en ring behover vi tva tabeller som till skillnad
fran en allménn ring maste ha olika enhetselement. Den additiva tabellen bildar
en grupp och om man stryker raden och kolumnen till det additiva enhetsele-
mentet bilder ocksa den multiplikativa tabellen en grupp.

Exempel. De utan jamforelse vanligast forekommande kropparna ar de my-
cket valbekanta @, R och C. Definitionen pa en kropp siger att vi kan addera,
subtrahera och multiplicera helt fritt och om vi tar bort 0 (noll) kan vi ocksa
dividera. Ej singuléra matriser bildar ej en kropp, matrismultiplikation ar ej
kommutativ. °

For fortsatt lasning, se [Fra89] kapitel 4.

(f) Oversikt

Dessa fyra centrala strukturer—monoider, grupper, ringar och kroppar— hénger
starkt samman med varandra.

I tabell 1.1 finns en sammanstéllning 6ver strukturerna och vilka ”rédkneséatt”
som finns tillgéngliga. Ofta vill man i en text referera till tex en ring utan
att mena nagon speciell ring utan bara en ring i allmdnnhet och i kolumnen
”standardbeteckning” finns de beteckningar som vi da kommer att anvinda oss
av.

Som objekt betraktade kan man siga att tex en ring har &rvt en grupps
egenskaper. Figur 1.1 visar hur strukturerna &r relaterade till varandra. Man
kan séga att ju langre ner i hierarkin man kommer desto mer struktur far man.
En monoid ar en mangd med lite struktur, en grupp ar en monoid med lite mer
struktur osv.

Vi har ocksa sammanstallt ett antal olika strukturer i tabell 1.2 som visar
vilka egenskaper de har.

1.2 Delmangder

Precis som man kan dela upp en méngd i olika delméngder kan man dela upp
monoider, grupper, ringar och kroppar i olika delar. Vad galler delmonoider och
delgrupper ska vi bara ndmna att dessa finns. Vi ska istéllet lagga tyngdpunkten
pa ideal som &r en delméngd av ringar. Vi ska ocksa ndmna en del om delkroppar.
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Tabell 1.1: Réknesétt for olika algebraiska strukturer.

Antal
raknesétt

Algebraisk
struktur

Réaknesatt

Standard-
beteckning

1

2
3
4

Monoid
Grupp
Ring
Kropp

_|_
_|_7_
+,—,%
+,—,%,/

~EQE

Mangder

|

Monoider

|

Grupper

|

Ringar

|

Kroppar

Figur 1.1: Arv av egenskaper

(a) Delgrupper

Om vi har en grupp (G, *) och ur denna grupp kan plocka ut en delméingd H
som ocksa dr en grupp, dvs (H,*) uppfyller villkoren for en grupp, séger vi att
H ar en delgrupp av G och skriver H < G.

V Operationerna for en grupp och en delgrupp kan ha olika beteckningar men

ska vara lika som funktioner. Om (G,*) och H &r som ovan ar (H,-) en
delgrupp till G om - och * &r lika som funktioner. Algoritmerna for att berdkna dessa
operationer behover dock ej vara lika.

For fortsatt lasning, se [Fra89] kapitel 1.
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DELMANGDER

1.2.

Kropp

Ring

Struktur Grupp
Monoid

+ ass + enhet + invers + komm - ass - enhet distr - komm - invers

medelvarde X

(a,b) — a

min/max

]

]W'm )

0, 1}, AND)

0,1}, 0R)

A

»

S R R R R R L R A A A R A A R R
A A R R R A A R L A e A R e R A
R R R A R R A R
A A R A R A
A A A
AR A A
A A e ]
A A A ]

»

Tabell 1.2: Sammanstéllning 6ver strukturer och deras egenskaper dar ass = operationen ar associativ,
enhet = det finns ett enhetselement map operationen, invers = till varje element finns det en invers
map operationen, komm = operationen ar kommutativ och distr = de tva operationerna satisfierar den
distributiva lagen.
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(b) Ideal

Efter denna korta glimt pa delgrupper gar vi nu vidare till ideal som &r det
begrepp vi kommer att anvidnda mest i fortsattningen.

For att skapa en del av en ring (R, +, -) maste vi dels plocka ut en delméngd
av elementen i R, dels se till att operationerna + och - fungerar pa ett anvandbart
sétt. Den del av en ring vi kommer att anvénda oss av kallas ideal och definieras
som:

Definition 1.8 (Ideal) En delmingd I av en ring R som uppfyller villkoren

al C 1 ochIaC1I for allaac R

kallas ett ideal. Om I ar ett ideal till (R,+,-) dr (I,+) en delgrupp till
(R, +).

Eftersom ett ideal ”&arver” bade addition och multiplikation av den ursprung-
liga ringen maste vi ha tva tabeller. Den additiva tabellen ska enligt definitionen
se ut som for en abelsk grupp (dvs sluten, additivt enhetselement, additiva in-
verser och symmetrisk). Eftersom vi kréiver att

al ={an|nel} CI (%)

ska multiplikationen vara sluten men i en vidare mening &n forut: For att kvali-
ficera in som en binér operation ricker det om (*) géller for alla a € I men hér
ska den gilla for alla ¢ € R sa den multiplikativa tabellen ska vara sluten men
inte bara med avseende pa idealets element, den ska vara sluten med avseende
pa alla element i hela ringen.

Exempel. Lat I = {alla jaimna heltal} och 1at addition och multiplikation
vara den vanliga heltalsvarianten. Addition och multiplikation av jamna tal ger
jamna tal sa operationerna ar slutna. Men multiplikation av ett udda tal och ett
jamnt tal ger d&ven den ett jAmnt tal sa multiplikationen ar sluten for alla heltal!
[ ]

Det finns manga typer av ideal, vi ska anvénda oss av en som kallas huvudideal.

Definition 1.9 (Huvudideal, generator for ideal) Om A dr en ring och
a € A sa ar aA ett ideal. Detta ideal bestar av alla produkter {ax,x € A}. a
kallas en generator for idealet Aa. I stillet for aA skriver vi (a).t
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Exempel. 27, mangden av alla jamna heltal, bildar en ring under addition
och multiplikation. For alla heltal a € Z géller att a2Z = {2 -z | © € 2Z} C 2Z
och alltsa ar 2Z ett ideal i Z, idealet genererat av 2, uttryckt som (2). .

Exempel. Lat R vara mangden av alla funktioner f : R — Roch I alla f € R
for vilka f(0) = 0. Om vi tar f,g € I och bildar f + g ser vi att f(0) 4+ ¢(0) =0
sa addition av element i I &r sluten. Addition &r associativ, funktionen h(x) =0
tjAnar som ett additivt enhetselement och till en given funktione f finns det alltid
en funktion —f. Om vi har tva funktioner f och g som uppfyller f(0) = g(0) =0
har vi att f(0) - g(0) = 0 men vi har ocksa att oavsett vilken funktion p € R vi
an tar att produkten f(0)-p(0) = 0-p(0) = 0 sa I &r sluten med avseende pa
alla funktioner i R och I &r ddrmed ett ideal i R. °

Definitionen av huvudideal med en generator kan generaliseras till flera gen-
eratorer:

Definition 1.10 (Huvudideal, flera generatorer) Om A dar en ring och

ai,...,an € A sa ar

n
I={ai,...,an) = {Zanxn | 2, € A}
i=1
bestaende av alla linjirkombinationer av a1,... ,a, ett ideal som genereras
av (a1,...,an).

For fortsatt lasning, se [Fra89] kapitel 5.

Analogt med basvektorer som spénner upp ett vektorrum har vi:

Definition 1.11 (Spanna upp, bas) Om ett ideal I = (a1,... ,an), a; € I,
sa sags ai,... ,a, spanna upp idealet I eller att aq,... ,a, dr en bas for I.

Och med samma analogi kan vi ocksa hér ha ”6verflodiga” (linjért beroende)
generatorer (basvektorer):

Sats 1.12 Lat I = (p1,...,pk) vara ett ideal i en ring A. Om pp = a1p1 +
-+ ag_1pk—1, a; € A sa genereras I av py,...,Pk—_1-

1 det allménna fallet skiljer man pa aA och Aa = {xa,z € A}. aA kallas da ett hégerideal
och Aa ett vinsterideal. Vi kommer uteslutande att arbeta med kommutativa ringar och da ar
aA = Aa, vi siger darfor att aA ar idealet (utan att skilja pa hoger och vanster) genererat av
a.
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Bevis: Om b € I har vi att b = Zle b;p;. Men pi, = Zf;ll a;p; vilket ger

att vi kan skriva b som

k-1 k-1
b= Z bipi + bi Z a;p;
i=1 =1
k-1 kfi
= bipi+ Y _(bkaj)p;
i=1 j=1

k-1
= Zcipi , G €EA
=1
[ ]

Anmarkning. I linjar algebra ar elementen i en bas linjart oberoende men
hér behover de inte vara det. Om {a1, a2} &r en bas for ett ideal kallas dven tex
{a1,a2,a1 + as} for en bas trots att den innehaller linjart beroende element.

(c) Delkroppar

Precis som man kan prata om delar av grupper och delar av ringar kan man prata
om delar av kroppar:

Definition 1.13 (Delkropp) Om F dr en kropp, E en delmdngd av F och
E dr en kropp sa dr E en delkropp till F'.

Exempel. De rationella talen Q ar en delkropp till de reella talen R som i
sin tur ar en delkropp till de komplexa talen C. °

1.3 Restklasser

Om man undersoker ett matematiskt objekt finner man att det karaktariseras av
ett antal olika egenskaper. Talet 4 har tex egenskaperna att det ar ett heltal,
det &r positivt, det dr jamnt delbart med tva och det &r det minsta positiva
heltal som inte &r ett primtal. Vi kan siga att 4 pa detta vis bestar av ett antal
(eventuellt redundanta) komponenter.

Om vi bara ar intesserade av en eller ett par av dessa komponenter skulle vi
vilja kunna reducera bort alla andra komponenter. Kanske ar vi bara intresserade
av att givet ett heltal a¢ avgbéra om det ar jamnt delbart med fyra eller inte?
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Eftersom det problemet 16ses genom att se pa resten av a vid division med fyra
kan vi likval sdga att problemet 16ses genom att reducera bort kvoten vid division
med fyra for att pa sa vis bara ha resten kvar.

Vi borjar i (a) med ett familjart exempel: Rdkning modulo 4. Detta leder till
en uppdelning av Z i tva komponenter—rest och kvot.

I (b) formaliserar vi dessa ideer inom ramarna for grupper och ringar. Det
visar sig att sa fort vi har en normal delgrupp eller ett ideal kan vi skapa en kvot-
grupp eller kvotring och i och med det visa pa ett sitt att rdkna med restklasser.

I (¢) har vi samlat en del notationer som &r anvindbara i sammanhanget.

Slutligen formulerar vi i (d) nollekvivalens- och ekvivalensproblemen i ljuset
av kvotgrupper och kvotringar och vi far fram villkor som definierar vad en normal
respektive en kanonisk forenklare ar.

(a) Specialfall: Rikning modulo 4

Ett av de enklaste exemplen dr rikning med heltal modulo ett heltal. Sag att vi
vill berakna 10 + 3 modulo 4. Vi har att 10+ 3 =13 =143 -4 dar 1 ar resten
och 3 ar kvoten vid division av 10 med 4. Pa det hér viset kommer manga tal
i Z att identifieras med 1: {...,—3,1,5,9,13,...} ger alla resten 1 vid division
med 4. Alla dessa tal bildar en ekvivalensklass och eftersom vi rdknar med resten
kallar vi den for en restklass.

Vad &r det egentligen vi gor ndr vi raknar med restklasser? Varje tal a € Z
kan vi skriva som a = r + k - 4 dar r betecknar resten vid division med fyra och
k heltalskvoten. Vi har fatt en uppdelning av Z enligt

7274 xA7.2{0,1,2,3} x {...,—4,0,4,8,...} (1.1)

dér 47 ar alla heltal multiplicerade med 4. Vi kallar Z4 = {0, 1,2, 3} {6r restkom-
ponenter modulo 4 och {...,—4,0,4,8,...} for kvotkomponenter modulo 4. Vad
vi gor nér vi rdknar modulo fyra ar att stryka kvotkomponenten och bara se pa
restkomponenten och det uttrycker vi som

7)47. .
Insatt i ekvation (1.1) far vi att
ZJAT = (Zy x AZ) /AT =2 Ty

och vi ser att vad vi far kvar ar just Z4 = {0, 1,2, 3}.
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Vi vet nu att vi kan skriva Z som en méngd talpar (a,b) dir a &r resten
och b ar kvoten vid division med 4. Né&r vi rdknar modulo 4 &ar, eftersom
vi bara ar intresserade av resten, alla talpar som kan skrivas tex pa formen
(1,4), ¢ € Z, likvardiga. Vi far pa detta vis fyra olika "tal” till forfogande,
{{00,9) 1, {(1, N} {2,k)}L {3, D)} } dér i,5,k,1 € Z, men {or att spara utrymme
skriver vi 0] or {0,i}, i € Z och [1], [2] och [3] pa samma sétt och vi far att

(1,
[
{{0.4}.....} = {[0]. [1]. 2. 3)).

Anmérkning. I stéllet for t ex [1] inom klamrar kan vi lika gérna skriva [13],
[29] eller nagot annat tal som ger resten 1 vid division med fyra, men eftersom
det blir ganska krangligt att avgdra om tex [1373] = [1] eller inte vill vi gérna ha
ett bestdmt sétt att "ge namn” at restklassen och vi véljer att kalla den for [1]
eftersom 0 < 1 < 3.

Vid praktisk rédkning modulo 4 rdknar man i tva steg: Forst utfér man sin
rikneoperation (hér: addition av tva heltal) och sedan reducerar man resultatet
till ett tal mellan O och 3. Det ser det ut som att vi rdknar med talen 0, 1, 2
och 3 men vad vi i sjélva verket rdknar med &r restklasserna [0], [1], [2] och [3].
Att berdkna [2] + [3] gar till pa sa vis att man forst rdknar som vanligt med
representanter ur restklasserna, 2+ 3 = 5, och sedan ”gér om” 5 (som i sin tur
dr en representant till en restklass) till en restklass genom att ”reducera” det
modulo 4 och vi far att [2] + [3] = [1].

Vi rdknar i forsta steget pa vanligt vis med representanter fran tva restklasser
men i och med att vi sedan reducerar resultatet till en restklass utgér denna
rakning egentligen rdkning med restklasser.

Anmaiarkning. Vi sa tidigare att vi med restklasser reducerar bort en eller
flera komponenter. Eftersom rakning med restklasser tydligen fungerar som
rakning med representanter ur restklasserna ser vi att restklasserna har druvt alla
egenskaper och dessutom fatt en ny egenskap: En slags ihopklumpning dar alla
element i restklassen anses vara likvérdiga.

(b) Allméinna fallet: En generalisering

En naturlig generalisering &r att ta ett ”valfritt” matematiskt objekt, pa nagot
vis "dela upp” det i ett antal komponenter och sedan ”reducera bort” ett par av
dessa komponenter. Vi ska nu visa hur detta gar till for grupper och ringar.
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Néar vi rdknade modulo ett heltal fick vi médngder som kunde set ut som
{...,=3,1,5,9,...} och vi kallade dem for restklasser. Dessa restklasser ar en
speciell form av sidoklasser:

Definition 1.14 (Sidoklass) Lat H wvara en delgrupp av (G,x*). Delmdng-
denax H ={axh|he€ H}, a € G, aw G kallas vanster sidoklass som
innehaller a och H «xa ={h+a|h € H} kallas analogt for hoger sidoklass
som innehaller a.

Exempel. Lat G = (Z,+) och H = {...,—4,0,4,8,...}. Hur ser sido-
klasserna ut?

Eftersom en sidoklass enligt definitionen &r relaterad till ett element a € G =
Z tar vi ett element ur Z pa mafa, sig a = 7. Vi far da att vanster sidoklass som
innehaller 7 ar

T+H={7+h|heH}={7T+h|he{..,-8,-4,0,4,...} }
={..,-1,3,7,11,...} =[3] . (1.2)

Finns det fler sidoklasser? Om vi fortsatter att plocka element ur Z som inte
finns i nagon sidoklass vi har ”berédknat” kommer vi till slut mycket riktigt att fa
en uppdelning av Z i fyra sidoklasser som (givetvis) &r de vanliga restklasserna
modulo 4. °

Kan vi rdkna med sidoklasser? Vi vet att det gar bra att rdkna modulo ett
heltal genom att rdkna med restklassrepresentanter, men kan vi gora sa ocksa
med sidoklasser, d vs ridkna med sidoklassrepresentanter?

Sats 1.15 Lat H vara en delgrupp till G. Sidoklassaddition dr vdl definierad
genom

(axH)*(bxH)=(axb)« H

om och endast om vinster och héger sidoklasser sammanfaller sa att ax H =
H xa for alla a € G.

Bevis: =: Anta att (ax H) x (bx H) = (a xb) x H ger en vildefinierad binir
operation pa vanster sidoklasser. Lat a € G. Vi vill visa att a * H och H % a ar
samma mangder.

Lat 2 € a* H. Om vi viljer representanter = € ax H och a~' € a~'+ H har vi
att (z+ H)*(a '+ H) = (z*a~1)x H. Om vi & andra sidan viljer representanter



34 KAPITEL 1. ABSTRAKT ALGEBRA

a € axH ochat € al«Hserviatt (axH)x(a '+ H) =exH = H.
Eftersom vi antog att vanster sidoklassaddition var véldefinierad maste vi ha att
zxa l=hecH Didrz=h*asaz € HxaochaxH C H xa.

Anta nu att y € H xa sa att y = hy * a for ndgot hy € H. D4 ar y~ ' =
a~'xh;' € a='xH. Eftersom (a~'+H)*(axH) = H och vinster sidoklassaddition
antas vara vil definierad ser vi att y ! *a = ho € H s y = a * h;l. Det har
visar att H * a C a * H och foljdaktligen &r a * H = H * a.

«: Eftersom vénster och hoger sidoklasser sammanfaller kan vi istéllet prata
om sidoklasser utan att specifiera hoger eller vinster. Anta att vi vill berdkna
(a % H)* (bx H). Om vi véljer representanter a € a* H och b € b* H far vi
sidoklassen (a x b) x H. Om vi istallet véljer andra representanter a * hy € ax H
och bx hg € bx H far vi sidoklassen (a * hy * b* hy) * H. Vi maste visa att dessa
ar samma sidoklasser. Vi har att hy xb € H+xb=bx* H, sa hy *b = b* hs for
nagot hs € H och alltsa

(axhy)*x (bxhy) =ax(hyxb)xhy=ax(bxhs)*xhy = (axb)x(hs*hsa)

och (a*b) * (hs * ha) € (axb) « H. Darfor ligger a * hy xb* ha i (a*b) x H och
beviset éar klart. .

Nér vi nu har en binér operation pa sidoklasserna undrar vi om det &r sa att
dessa ocksa bildar en grupp?

Sats 1.16 Lat H vara en delgrupp till G vars vdnster och héger sidoklasser
sammangfaller. Da bildar sidoklasserna till H en grupp G/H under den bindra
operationen (a+ H)* (bx H) = (axb) « H.

Bevis: Eftersom vi vet att operationen &r en binédr operation har vi kvar
att visa att den ar associativ, att det finns ett enhetselement och att det finns
inverser. Eftersom vi rdknar med sidoklasser genom att rdkna med representanter
i G och G &r en grupp foljer att ocksa G/H &r en grupp. °

Om H &r en delgrupp till en abelsk grupp G far vi f6ljande specialfall av
sats 1.16.

Korollarium 1.17 Lat H vara en delgrupp till en abelsk grupp G vars vins-
ter och hdger sidoklasser sammanfaller. Da bildar sidoklasserna till H en
abelsk grupp G/H under den bindra operationen (a+H)+(b+H) = (a+b)+H.
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En delgrupp H som uppfyller ovanstaende krav (vénster och hoger sidoklasser
sammanfaller) kallas en normal delgrupp.
Vi har nu gett mening at féljande definition:

Definition 1.18 (Faktorgrupp) G/H i sats 1.16 dr en grupp och kallas
faktorgruppen eller kvotgruppen av G modulo H.

Tidigare pratade vi om att ”dela upp i komponenter” och att ”"reducera bort”
vissa av dessa komponenter. Nér vi bildar en kvotgrupp av en grupp G modulo
en delgrupp H ar det just det vi gor—de "komponenter” som specifieras av H
kommer att "reduceras bort” och de komponenter vi far kvar ar sidoklasserna.

Vi ska nu ga vidare och konstruera samma sak som ovan fast for ringar.
Eftersom en ring dessutom ar en grupp (under addition) géller speciellt att vi av
en ring kan bilda kvotgrupper.

Analogt med sats 1.15 kan vi ocksa multiplicera sidoklasser:

Sats 1.19 I ar ett ideal till en ring R om och endast om multiplikation av
additiva sidoklasser till I enligt

(a+D)b+I)=ab+ 1
ar valdefinierad.

Bewvis: Att I &ar ett ideal 4r detsamma som att ai € I och ib € I for alla
a,b€ Rochiel.

Anta forst att ai € I och ib € I for alla a,b € R och alla i € I. Lat i1,i5 € I
vara sadana att a + i1 och b+ is ocksa ar representanter till sidoklasserna a + I
och b+ I innehallande a och b. Da giller att

(a + il)(b+ ig) =ab+ aig + i1b + 1112 .

Eftersom aia och 410 ligger i I ser vi att (a +41)(b +i2) € ab+ I.

Anta a andra sidan att multiplikation av additiva sidoklasser &r val definierad.
Lat a € R och se pa sidoklassprodukten (a4 I)I. Om vi véljer representanter sa
att a € (a+ 1) och 0 € I serviatt (a+I)I =a0+1=0+1=1. Eftersom vi
dven kan berékna (a + I)I genom att vélja a € (a + I) och vilket som helst i € T
ser vi att ai € [ for alla ¢ € I. Ett likartat resonemang som utgar fran produkten
I(b+I) visar att ib € I for alla i € I. .

Analogt till sats 1.16 har vi foljande:
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Sats 1.20 Lat I vara ett ideal till ringen R. Daq bildar (de additiva) sido-
klasserna till I en ring R/I med en bindr operation definierad av

(a+D)+b+D)=(a+b)+1
och
(a+Db+I)=ab+1

Och analogt till definition 1.18:

Definition 1.21 (Kvotring) Ringen R/I i sats 1.20 dr faktorringen eller
kvotringen till R modulo I.

(¢) Nagra notationer

Ofta stoter man inom matematiken pa manga notationer som till sitt yttre ser
helt olika ut men som &nda uttrycker samma sak. Varfor ar det sa? En forklaring
kan forstas vara att olika forfattare foredrar olika notationer, men det finns fler
anledningar dn sa. Vi har tidigare (se definition 1.21) kallat alla restklasser till
en ring modulo ett ideal for uttryck av typen R/I och om a ligger i R har vi med
[a] menat den restklass modulo I som innnehaller a. Vi ska nu visa ett par sétt
till att uttrycka (néstan) samma sak, férdelen med dessa sétt ar att de &r mer
kompakta skrivsiatt &n vad man skulle kunna fa pa det ”gamla” viset.

Vi borjar med att se pa vanlig rdkning modulo 4.
Vi sag tidigare hur detta ledde till en uppdelning av ett heltal i en kvot och
en rest. Om ett tal a dr jamnt delbart med fyra skriver vi

a = 0mod 4

och det &r samma sak som att sdga att a € {...,—4,0,4,8,...}.
Om vi har tva tal a och b och de ligger i samma restklass modulo ett tal, tex
4 skriver vi det som

a=bmod 14 .
Om vi flyttar b till vinstra sidan av =-tecknet far vi

a—b=0mod 4
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och det innebér forstas, precis som forut, att a och b ligger i samma restklass
modulo 4. Om vi sétter ¢ = a — b far vi att ¢ = 0 mod 4 och eftersom det
betyder att ¢ &r jamnt delbart med fyra maste ocksa a — b vara det, maoa—b €
{...,—4,0,4,8,...}.

I det mer generella fallet med grupper och ringar menar vi ”"samma sak”.
Om vi har en ring! R, ett ideal I och a,b € R menar vi med

a=0mod R (1.3)

att @ € R. Om man ser pa kvotringen som en uppdelning av elementen i R i
komponenter betyder det att alla a:s komponenter som vi inte reducer bort ar
noll.

Om a och b ligger i samma restklass modulo R skriver vi det som

a=bmod R (1.4)

och enligt komponentresonemanget betyder det att a och b &r lika i de kompo-
nenter som inte reduceras bort. Precis som med heltalen kan vi flytta 6ver b till
vanstra ledet och fa

a—b=0mod R . (1.5)

Vi ser att det betyder att alla komponenter i differensen a — b som vi inte
reducerat bort ar noll och det &r ju helt naturligt eftersom det ligger i samma
restklass. D vs om vi bara ser till de komponenter vi inte reducerar bort ar a och
b identiska.

(d) Ekvivalens och kanonisk forenklare

I sektion 0.4 diskuterade vi nollekvivalens- och ekvivalensproblemen, nu ska vi
precisera vad vi menar med dessa i det hir sammanhanget. Gemensamt for bada
problemen ar att vi endast ar intresserade av de komponenter som blir kvar efter
reduktion modulo en delgrupp eller ett ideal. Vad vi i den har sektionen sager
om kvotringar géller dven for kvotgrupper.

For att 16sa nollekvivalensproblemet skulle vi skapa en funktion som vi kallade
for S som om a ~ 0 ger att S(a) = 0. Ekvation 1.3 talar om att det i R/I &r

TVad som sigs hir om ringar och ideal giller ocksé grupper och delgrupper.
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samma sak som att séga att @ € I. En normal forenklare ar alltsa en funktion S
som uppfyller att

a=0mod Il <acl & Sa)=0, (1.6)

dvs den normala formen av a &r noll.

For att 1osa ekvivalensproblemet skulle vi skapa en funktion som vi kallade
for C' som om a ~ b ger att C(a) = C(b). Ekvation 1.4 talar om att det i R/I &r
samma sak som att siga att a och b ligger i samma restklass modulo I eller att
a — b € I. En kanonisk forenklare ar alltsa en funktion C' som uppfyller att

a=bmodl < a-bel e Cla)=C0), (1.7)

dvs den kanoniska formen av ¢ ar samma som den kanoniska formen av b.

1.4 Sammanfattning

Vi har i det hér kapitlet skaffat oss ett bra grundordférrad inom den abstrakta
algebran. Strukturerna monoider, grupper, ringar och kroppar har fatt sin for-
klaring och vi har ocksa tittat pa hur man kan rdkna pa delar av dessa strukturer
med hjalp av restklasser.

I nésta kapitel ska vi spinna vidare pa samma trad. Vi ska titta ndrmare pa
en speciell ring, polynomringen, och dess delar (ideal). Denna ring kommer att
spela en central roll i fortsattningen.

Noter

! [BW93] sidan 13, ” A common foundation for ... almost all of modern mathematics
... the theory of sets.”
2[Fra89] sidan 52



Kapitel 2
Polynom

Att studera Grobnerbaser innebér att studera ideal till polynomringen och spe-
ciellt idealens baser. Vad ett polynom &ar torde vara valbekant for de flesta.
Allménnt brukar ett polynom beskrivas som en #ndlig summa!

p(x) = Z a;z’

dér a; ar koefficienter i en talméngd A. Detta sétt att se pa polynom &r i manga
fall fullt tillrdckligt men hér maste vi ga ett par steg djupare.

Hela detta kapitel ar som ett stort exempel pa (stora delar av) kapitel 1 i
fallet med polynom.

Vi bérjar i sektion 2.1 med att definiera vad vi menar med ett polynom i en
variabel.

Ofta klarar man sig inte med en variabel utan man behdver polynom i flera
variabler. I sektion 2.2 utgar vi fran polynom i en variabel och generaliserar dessa
till polynom i flera variabler. En speciell sorts polynom &r de som endast bestar
av en enda term. Dessa kallas for monom och dessa kommer att spela en viktig
roll langre fram.

I sektion 2.3 ska vi titta pa hur ett ideal spanns upp av sina generatorer, nar
tva ideal som spéanns upp av olika uppséittningar generatorer &r lika och vad som
menas med basbyte for ideal.

VIKTIGT!!! Det vi nu kommer att sdga om polynom kan se valdigt konstigt
ut. Det kan t om se sa konstigt ut att man kan tro att det &r nagot helt nytt, men
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det ar det inte! Det hér ar precis samma polynom som vi har rdknat med sedan
flera ar tillbaka. Addition, subtraktion, multiplikation och division av polynom
kommer vi att anvédnda precis som vanligt. Skillnaden ar att vi nu ska beskriva
polynom och vad vi vet om dem pa ett siatt som liksom rékningen i kapitel 1 har
storre giltighet. Och vitsen med detta dr att vi ska kunna rdkna med polynom pa
andra sétt dn forut. Men allt vi hittills har lart oss om polynom giller (givetvis)
fortfarande!

2.1 Polynom i en variabel

Lat A vara en kommutativ ring.

Om vi skriver om ett polynom som en lista av talpar, ett talpar for varje term
i polynomet, dar ett talpars forsta element ar termens variabel och ett talpars
andra element ar koeflicient framfor termens variabel far vi en representation av
polynom som #ven kan ses som en funktion. T ex s& motsvaras polynomet p(X) =
4X3 +7X — 2 av listan [...,(X%0),(X3,4),(X2%0),(X%7),(X° —2)]. Listan
definierar en funktion f(s):S — A dir f(X3) =4, f(X!) =7, f(X") = -2 och
f(s) = 0 for ovrigt, S = {X° X1, X2 ...} och A ir koefficientringen (den ring
som koefficienterna tillhor).

Definition 2.1 (Polynom) Ta en odndligt cyklisk grupp genererad av ett
element X. Lat S vara delmdingden bestaende av potenser X", r > 0. Da
dr S en monoid. Med mdngden polynom A[X], A en ring, menas mdngden
funktioner S — A som dar 0 for alla forutom ett dndligt antal element av S.
For varje element a € A menar vi med aX™ funktionen som har vdrdet a for
X™ och noll for alla andra element i S.

Det ar klart att ett polynom kan skrivas som en dndlig summa
f(X)=aoX®+- - +a, X" (2.1)

for nagot tal n € N och a; € A. For agX? skriver vi ag, for a; X' skriver vi a; X
och for 1.X™ skriver vi X".

V Vi skriver har ”variablerna” med versaler i stillet for gemener. 1 sam-
manhanget spelar det ingen roll, men ibland kan man vilja skilja mellan
A[X1,...,Xn] dir X; betecknar en variabel och A[z1,...,xn] dar x; betecknar alge-

braiskt oberoende element 6ver Alzq, ... 7mi,1]2.
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Addition och multiplikation av polynom med koefficienter i en ring R defini-
eras pa ett naturligt sdtt. Om

f(X)=ao+a1 X +axX?+---
och
g(X)=bo+ b1 X +bX>+ -
sa definierar vi summan som
fX)+gX)=co+ a1 X+ X? 4 -
dar ¢, = a,, + b, och produkten som

f(X)g(X)=do+di X +dpX? + -

dar dn = Z?:O aibn,i.

Nér vi nu har en méngd (polynom) och tva operationer definierade pa méing-
dens element (polynomaddition och polynommultiplikation) vore det ju trevligt
om vi kunde prata om en polynomring och nu visar det sig att alla villkor for en
ring ar uppfyllda och vi séger att

Sats 2.2 A[X] i definition 2.1 dr en ring. Om A dr kommutativ ar A[X] en
kommutativ ring.

Bevis: Som additivt nollelement har vi polynomet 0X% = 0 och som multi-
plikativt 1X° = 1. Fér varje polynom f kan vi bilda en additiv invers genom
att skifta tecken pa alla koefficienter. Addition av polynom sker ”komponentvis”
och ar darfor associativ. For multiplikation har vi att

[a(X)b(X)]e(X) = (O aiX™> b X7) Y e X*
7 7 k

- (Z(Z aibn—i)Xn) Z Cka - Z(Z(Z aibn—i)cs—n)Xs
k

n i=0 s n=0 i=0

=30 abje)X =YD asm(D_ bjem—))X*
s i+j+k=s s m=0 7=0

=3 aiX' O O biem-)X™) =Y a: X () b;X7 Y epXF)
i m  j=0 i J k

= a(X)[b(X)e(X)]
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sa multiplikation &r ocksa associativ. Vidare har vi att

o(X)[a(X) +b(X)] =D XD a; X7+ bpX")
7 7 k

S

= Z i X! Z(aj + bj)Xj = Z(Z ci(as—i +bs—;))X?
i J s i=0

S

=D O ciae )X+ (O eibei) X* = c(X)a(X) + c(X)b(X)
0

s =0 s =
vilket visar att distributiva lagen géller och vi ar klaral .

Exempel. Polynomen med heltalskoefficienter betecknas Z[X] och med ra-
tionella koefficienter Q[X]. Om vi menar en polynomring déar koefficienterna
bildar en kropp men inte nagon speciell kropp skriver vi K[X]. °

For fortsatt lasning, se [Fra89] kapitel 4.5.

2.2 Polynom i flera variabler

Nu ska vi 6verga till polynom i flera variabler. Ett polynom i tva variabler X
och Y kan genom en enkel omskrivning ses som ett polynom i en variabel ¥ med
koefficienter som ar polynom i variabeln X eller tvartom:
f(X,)Y)=3XY?+7X% +7X - 3Y
= (BX)Y? 4+ (7X% - 3)Y + (7X)1
=(TY)X?+ (3Y?+7)X — (3Y)1 (2.2)
Man kan alltsa se pa polynom i tva (oberoende) variabler som ett polynom i den

andra variabeln och med koefficienter som &r polynom i den forsta variabeln eller
vice versa. Vi kan skriva att

(AXDIY] = (AY]D[X] = A[X, Y], (2:3)
Sats 2.3 A[X,Y] i ekvation (2.8) ar en (kommutativ) ring.

Beuvis: Eftersom A[X] enligt sats 2.2 ar en (kommutativ) ring och Y &r en
variabel 6ver A[X] foljer att (A[X])[Y] = A[X,Y] &r en (kommutativ) ring. e
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V Med ”variabel” menas generatorn till monoiden i definition 2.1 av polynom.

Pa samma sétt kan vi skapa en polynomring i godtyckligt antal variabler:
AlXy, . X)) = (AXG][XS] - [ X)) [X] = A[X]T (2.4)

dér varje element f € A[X] kan uttryckas som en unik summa

D awTu)(X) =Y ap) Xy - Xpn (2.5)

Sats 2.3 och induktion ger att A[X1,...,X,] enligt ekvation (2.4) &r en (kom-
mutativ) ring.

Definition 2.4 (Polynom i flera variabler) Ringen A[X1,...,X,] i ek-
vation (2.4) kallas polynomringen i n variabler.

De enskilda delarna i summan i ekvation (2.5) brukar bendmnas monom:
Definition 2.5 (Monom, term) En del
aw) ) (X)
i summan (2.5) kallas for ett monom. Produkterna
Ty (X) = X" - X
kallas for primitiva monom eller termer och a(,) dess koefficienter. Med
M=MX)=MXi,...,X,)

menar vt alla monom 1 variablerna X1, ... , X, och med

T=T(X)=T(X1,...,X,)
alla termer i variablerna X1, ..., X,.

Exempel. 3X?2Y #r ett monom i variablerna X och Y. Monomet &r en
produkt av koefficienten 3 och termen X2Y. °

TMed X i ekvation (2.4) menar vi i sjélva verket variablerna X1,...,X,. Vi kommer i
fortsattningen att anvanda X for att beteckna bade en och flera variabler—av sammanhanget
framgar vilka.



44 KAPITEL 2. POLYNOM

Ibland vill man tala om en polynomring i allménnhet, till skillnad fran en
speciell ring, och da brukar man anvanda sig av olika standardbetecknngar bero-
ende pa vilka slags koefficienter de olika termerna kan ha, se tabell 2.1.

V Polynomringen visar sig vara en specialisering av en mer generell struktur—

monoidringen. Det finns manga sétt att beroende pa dessa ringars egenskaper
klassificera dem. En huvudidealring har vi redan sett, andra &r Euklidiska omraden och
ringar som medger unik faktorisering. Det finns manga algoritmer med gamla anor fér
polynom, t ex Euklides algoritm for att bestimma tva polynoms storsta gemensamma,
divisor och kinesiska restsatsen for att rdkna i restklasser. For fortsatt lasning, se
[BW93] kapitel 2.

Tabell 2.1: Standardbeteckningar for polynomringar.

Typ av ko- Standard-
efficienter beteckning
Ingen speciell typ P[X]
Kommutativ AlX]
Kropp K[X]

Nollstalle for polynom

Definition 2.6 (Nollstélle) Lat f € K[X1,...,X,]. Med Z(f) menar vi
alla nollstillen till f, dvs alla n-tupler (a1,...,a,) € K™ som uppfyller att

fla,...,a,) =0.

2.3 Ideal i polynomringen

Ta ett polynom, tex g(X) = X + 2 € A[X] och bilda sedan en méngd I = {ag |
a € A[X]}. Om vi nu tar ett element ¢ € I och multiplicerar detta med ett
valfritt polynom p(X) € A[X] far vi en produkt pi. Men varje element i I var
ju i sig en produkt ag av ett polynom a € A[X] och g sa vi har att pi = pag for
nagot a. Eftersom produkten av tva polynom &r ett polynom kan vi skriva att
pi = pag = p1g for nagot p; € A[X]. Nu definierade vi I som méngden av alla
produkter av ett polynom och g, sa speciellt maste gélla att p1g € I. Eftersom
polynomet p var valfritt ser vi att I &r ett ideal enligt definition 1.8.
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Detta kan vi sammanfatta i foljande sats:

Sats 2.7 Mdangden I = {ag} = (9), a,g € A[X] dr ett ideal, idealet genere-
rat av g.

Att skapa ett ideal i polynomringen ar som att ”lyfta upp” alla polynom med
en generator, det finns med andra ord inget element kvar (forutom 0) som &r
“mindre” dn generatorn.

Exempel. (X) dr ett ideal dér alla polynom har multiplicerats med X och
resultatet blir att det inte finns nagra polynom av grad 0 (konstanter) kvar, det
finns inte heller nagot polynom kvar med en konstantterm. °

Ett ideal kan naturligtvis ha flera generatorer. For ¢1,..., g, € A[X] géller
att (g1,...,9n) = {a191 + -+ angn} dir a; € A[X], dvs alla linjirkombina-
tioner av generatorerna och polynom i variablerna X = Xy,...,X,.

Om ett ideals generatorer finns mycket att séga, vi borjar med en definition:

Definition 2.8 (Spanna upp ideal i polynomringen) Om ett ideal I =
(p1,...,pn) C P[X], pi € P[X], sa sigs polynomen p1,... ,p, vara en bas
for idealet I eller spanna upp idealet I.

Precis som i fallet med vektorrum dar man kan ha linjart beroende vektorer
kan man i ett ideal ha linjart beroende generatorer. Om I = (X,Y,3X + 4Y)
kan vi skriva den tredje generatorn som en linjairkombination av de tva forsta sa
(X,Y,3X +4Y) = (X,Y). Eftersom koeflicienterna a; i vara linjirkombinationer
>~ a;g; numera ar polynom i stéllet for ”vanliga tal” kan man fa lov att ténka till
ibland. Idealet genererat av {X,Y,3X + 2XY?} har bara tva linjirt oberoende
generatorer ty 3X +2XY? = 3(X)+2XY (Y), alltsd &r dven (X, Y, 3X +2XV?) =
(X,Y).

For ett och samma ideal har vi alltsa tre baser:

(X,Y) = (X,Y,3X +4Y) = (X,Y,3X +2XY?)

Ett vektorrums basvektorer maste som bekant vara linjart oberoende for att
fa kallas en bas. Polynomen som spanner upp ett ideal far dédremot vara linjart
beroende och dnda kallas bas.

Héarnést ska vi diskutera utforligare om dessa basbyten.
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Basbyte for ideal i polynomringen

I linjar algebra har vi sett hur anvdndbara basbyten kan vara for att 10sa linjéra
ekvationssystem, spelar basbyten for ideal en jamforbar roll?

Exempel. Sig att idealet I genereras av {zy? —y, 2%y — y*} = {p1,p2}. Att
polynomen g = z2y? — ¢y och » = —2%y? + zy ligger i I ser man litt ty

g—y-pr=a2y? -y 2t P =0
r+x-p =22yt +ay+ 2y —ay =0

eftersom om ett polynom kan skrivas som en linjarkombination av ett ideals
generatorer ligger polynomet i idealet.

Vi vet nu att ¢ och r ligger i I och darfor ska ocksa en linjarkombination av
dessa enligt definition 1.10 ligga i I. Lat ¢t = ¢+r = 2y — y>. Kan vi skriva ¢ som
en linjarkombination av p; och p2? Vi kompletterar basen for I med polynomet
p3s = x-p1 —y-p2 = y> — xy (eftersom p3 dr en linjirkombination av andra
generatorer foréndrar vi inte idealet) och har nu att I genereras av

{zy? —y, 2%y — y?,y° — 2y}

och nu &r det inga problem att skriva ¢ som en linjarkombination av generatorerna
eftersom ¢t = —1 - p3 och alltsa ligger dven t = ¢ + r i I, precis som det ska! °

I exemplet sag vi att om vi vill svara pa fragan om ett polynom ligger i ett ideal
eller inte kan ett basbyte, precis som i fallet med linjira ekvationssystem, forenkla
problemet avsevart. Basbytet gick till pa sa vis att vi tog tva generatorer, ett
par (i andra fall kan vi férstas ha manga fler), utférde en operation pa paret och
kompletterade basen med resultatet. Denna procedur &r sa generellt anvéndbar
att den fatt ett namn: Critical pair/completion, se [BL83]. Operationen vi gjorde
var att berdkna parets s-polynom (se sektion 4.2) och att pa detta vis berikna
s-polynom och komplettera basen &ar precis vad vi senare ska gora for att berdkna
ett ideals Grobnerbas, men mer om det i del II!

Nollstalle for ideal

Definition 2.9 (Nollstélle) Ldt I vara ett ideal i K[X1,. .., X,]. Med Z(I)
menar vi alla n-tupler (a1,...,a,) € K™ som for alla f € I uppfyller att
f(a’lv"' 70111) =0.
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Sats 2.10 Lat f1,...,fm € K[X1,...,X,]. Da gdller att
Z(f17"' 7f’m) = Z(<f17 7f'm>)
Bewis: Vi har att

<f17'~' 7fm> = {plfl +"'+pmfm}

dar pi € K[Xl, R ,Xn]

=: Om vi for (a) = (a1,...,a,) € K™ har att fi(a) =--- = fin(a) = 0 géller
att prfi(a) + -+ pmfm(a) =0 for alla p1,... , ppm.

<: Om det finns ett (a) € K" sa att det for alla py, ... , p,, galler att py f1(a)+
-+ -+ pmfm(a) = 0 géller speciellt att fi(a) =--- = fi,(a) =0 (tatex py =1 och
alla andra p; = 0). .

Sats 2.11 Om vi har tva ideal (P) och (Q) gdller att
(P) =(Q) = Z(P) = Z(Q)

Bevis: Enligt sats 2.10 har vi

2.4 Restklasser

I kapitel 1.3 diskuterade vi restklasser i ett allmannt perspektiv. Har ska vi titta
nérmare pa specialfallet en polynomring modulo ett ideal.

Vi borjar i (a) med den bekanta polynomdivisionen som fungerar analogt med
heltalsdivision, fast med polynom. Vi far ocksa hér en uppdelning i en kvot och
en rest men till skillnad fran fallet med rdkning modulo heltal blir det inte lika
enkelt att rdkna upp restklasserna.

Om vi generaliserar till ideal som genereras av en méngd monom stéter vi
problem som vi ska se i (b). Att ta fram uttryck for restklasserna och att rékna
med representanter gar bra men vi kan inte reducera resultatet till en speciell
restklass som vi har gjort tidigare.

I (c) ska vi se pa det mest generella fallet nér idealet genereras av en méangd
polynom. Nu far vi &nnu fler problem: Vi kan inte ens stélla upp ett uttryck
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for restklasserna! Raddningen ar dock inte langt borta: Den heter reduktion och
Grobnerbaser och ar vad del IT handlar om.

Vi avslutar denna sektion i (d) med en titt pa nollekvivalens- respektive ek-
vivalensproblemen i sammanhang med polynom.

(a) Envariabelfallet: Polynomdivision

Nér vi raknade med heltal modulo 4 fick vi en uppdelning av heltal i en kvot och
en rest och genom att reducera bort kvoten fick vi kvar fyra restklasser som vi
kallade for [0], [1], [2] och [3]. Om vi byter ut heltalsdivision mot polynomdivision
och 4 mot ett polynom g i en variabel X kan vi fa en motsvarande uppdelning
av polynom i en kvot och en rest modulo g.

Exempel.
Rest p(X) 9(X)
modg(X) 3 X?2-1 2X3-X2%243X+1
2X3 -7 -7 2X -7 X2 -3X -8
p(X) 4X4 +3X 0 3X+4 —5X%2-2X -1
24X5 +3X2 -8 || -8 24X -5 —42X?2 439X +7

For dessa exempel &r resten alltid en linjarkombination av de potenser av X
som inte finns med i det polynom man dividerar med g(X) och dessa potenser ser
ut att utgora en bas for restklasserna. Och att det verkligen &r sa visar foljande
korollarium:

Korollarium 2.12 Om p(X) € K[X] dr ett polynom i en variabel sa dr
U={[X7]0<i< grad(p)}

en bas for K[X]/(p).

Bevis: Se korollarium 5.3. .

Vi kan med dess hjalp direkt fa ett uttryck for basen till en restklassring.
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Exempel.
| Restklassring || Bas for restklasserna Mall for element i restklassringen ||
K[X]/(X) {1} afl] + (X)
K[X]/(X?) || {1, X} a1[1] + az[X] + (X?)
KIX)/xm || {1, X, xm 1 ar[1] + as[X] + -+ + an[X71] + (X7
K[X] (1LX,...} ai[L] + az[X] + - -

Rékning i K[X]/(g(X)) fungerar precis analogt med rdakning modulo heltal:
Rakna med representanter och reducera resultatet till ratt restklass genom att
berdkna resten med polynomdivision.

Exempel. Vi ska nu rikna modulo g(X) = X? —3X? 4+ 1. Om p; =
X*4+3X2 och pp = X%+ X° — 1 har vi att pypo = X0 + X9 — X4+ 3X8 4
3X7 — 3X2 och pipo mod g = 9450X2 — 1140X — 3283. For att kontrollera
att det gar bra att rdkna med olika representanter reducerar vi forst p; och
po modulo ¢g: 71 = pymodg = 12X2 — X —3 och ro = pymodg = —36 +
101X2 — 12X. Vi far att riro = —723X2 4 1212X* — 245X3 + 72X + 108
och slutligen r17y mod g = 9450X2 — 1140X — 3283 vilket naturligtvis ir precis
samma resultat som pips mod g. Vi kan genom att rdkna pa detta vis stélla upp
en multiplikationstabell for restklassringen dér vi har en rad (och en kolumn) f6r
varje element i den tillhorande basen:

P-q 4]
modg 1 X X2
11 X X2
p X | X X2 3X2 1
X2 X2 3X2-1 9X2-X -3

(b) Modulo en mingd monom

Restklasserna i envariabelfallet hade en bas som bestod av alla potenser av X
som var mindre &n den storsta potensen av X som forekom i det polynom som
generarade idealet. Nu har vi istéllet for ett polynom i en variabel flera monom i
flera variabler. Kan det vara lika enkelt att hitta en bas for restklassringen ocksa
nu? Foéljande korollarium ger oss svaret att det ar lika enkelt:
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Korollarium 2.13 Om P = {p1,... ,pa} dir p; € K[Xy,...,X,] dr mo-
nom sa ar

U=A{lu]|ueT(X1,...,X,), Ipe P sqaltp|u}
en bas for K[X1,...,X,]/(P).
Bevis: Se korollarium 5.4. °

Basen bestar av alla termer som &r ”mindre” &n generatorerna for idealet och
med att termen a € T'(X) dr mindre &n termen b € T'(X) menas att om vi bildar
kvoten a/b far vi inga negativa exponenter.

Exempel.

I Restklassring | Bas for restklasserna |
K[X1, Xo]/(X1, X2) {1}
K[X1, Xo]/(X2, X2) {1, X1, Xo, X1 Xo}
K[X1, X/ (X7, X3) {(XiX]|0<i<p-1,0<j<n—1}
K[Xy,... ,Xn]/<X:fl, coy XEY | {XT e X 0 <y < it
K[X]/(X?, X1X3) {1, X, X% X, X3, X1 X5, X3, Xo}

Rékning sker som tidigare med representanter men nér vi ska reducera till en
restklass far vi problem eftersom polynomdivision bara fungerar nir vi har ett
ideal genererat av ett polynom i en variabel. Vi behover alltsa en slags ” generali-
serad polynomdivision” som klarar av reduceringen nér vi har flera generatorer i
flera variabler. Denna generalisering kallas for reduktion och kommer att beskri-
vas i detalj i kapitel 3.

(¢) Modulo en mingd polynom

Det generella fallet dér vi har ett ideal genererat av flera polynom i flera variabler
kommer vi dn sa lange ingenstans med. Vi kan som i forra fallet inte utféra den
avslutande reduktionen, men inte nog med det. For att kunna skriva ner en bas
for restklasserna kraver sats 5.2 att idealet ska vara pa en viss form, det ska
vara en Grobnerbas. Vad en Grobnerbas dr och hur man gor om ett ideal till en
Grobnerbas ska vi se pa i kapitel 4.
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(d) Ekvivalens och kanonisk férenklare

Under samma rubrik i sektion 1.3 diskuterade vi nollekvivalens och ekvivalens
allménnt f6r kvotgrupper ock kvotringar och eftersom en polynomring K[X] mod-
ulo ett ideal I &r en kvotring kan allt som sades dar direkt foras 6ver hit.

For att 16sa nollekvivalensproblemet maste vi skapa en funktion S som om
a ~ 0 ger att S(a) = 0. Ekvation 1.3 talar om att det i K[X]/I ar samma sak som
att sdga att @ € I. En normal forenklare &r alltsa en funktion S som uppfyller
att

a=0mod I < acl& S(a)=0, (2.6)

dvs den normala formen av a &r noll.

For att 16sa ekvivalensproblemet maste vi skapa en funktion C' som om a ~ b
ger att C(a) = C(b). Ekvation 1.4 talar om att det i K[X]/I &r samma sak som
att séga att a och b ligger i samma restklass modulo I eller att a — b € I. En
kanonisk forenklare &r alltsa en funktion C som uppfyller att

a=bmodl & a-bel<Cla)=C0H), (2.7)

dvs den kanoniska formen av a dr samma som den kanoniska formen av b. Prob-
lemet att inte kunna reducera till en restklass som vi beskrev tidigare kan vi nu
formulera som att vi inte har en kanonisk férenklare (och inte heller en normal
dito) i kvotringen K|[X]/I. Hade vi det skulle vi kunna reducera t ex produkten
av tva polynom till en restklass.

2.5 Sammanfattning

Vi har i detta kapitel stiftat ndrmare bekantskap med polynomringen i en och flera
variabler och sett hur ideal kan spannas upp av generatorer. Kapitlet avslutades
med en titt pa basbyte for ideal och restklasser till polynomringen modulo ett
ideal.

I och med detta kapitel lamnar vi det som hor till ”allménnbildning” inom al-
gebra och gar i nésta del in pa for detta omrade mer specifika begrepp: Reduktion
och Groébnerbaser.

Noter
![Fra89] sidan 276

2Sillnaden &r, se [Lan93] sidan 104, "more psychological than mathematical”.
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NOTER




Del 11

Grobnerbaserna






Kapitel 3

Reduktion

Ett enkelt sétt att se om ett polynom p(X) i en variabel ligger i ett ideal I = (g) ar
att med polynomdivision dividera p med g och om resten &r noll, d vs divisionen
gick jamt upp, vet man att p € I. I flervariabelfallet kan man géra pa samma sétt
fast med en generaliserad variant av polynomdivision som kallas for reduktion.

Termerna i ett polynom i en variabel ordnas efter sin grad och det ar denna
ordning som bestammer i vilken ordning man réknar vid polynomdivision. Ocksa
i flervariabelfallet maste man ordna sina termer. Hér finns det dock manga olika
sitt att ordna termerna och i sektion 3.1 ska vi titta ndrmare pa de tva vanligaste,
den lexiografiska ordningen och den totala gradordningen.

Kapitlets tyngdpunkt ligger i sektion 3.2 som presenterar den ovan ndmda re-
duktionen. Resonemangen leder fram till en algoritm som l6ser reduktionsprob-
lemet: Att kunna uttrycka ett polynom som en linjarkombination av generatorer
till ett ideal plus en (eventuell) rest. Eller matematiskt uttryckt: Finna en rep-
resentation Y a;p; av ett polynom g(X) dér {p;} genererar idealet I C P[X] och
a; € P[X]

Vi kommer lingre fram att behdva en algoritm som givet en méngd poly-
nom och ett ideal omvandlar denna méangd till en reducerad mangd. Eftersom
algoritmen hénger intimt samman med algoritmen for att reducera ett polynom
presenterar vi den i sektion 3.3.

Eftersom vi nu har fatt en ”generaliserad” polynomdivision aterknyter vi i
sektion 3.4 till de problem vi fick tidigare (sektion 2.4) med reduktion till en unik
klassrepresentant.
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3.1 Term- och monomordningar

Att ordna saker och jamfora vilken som &r storst, minst, tyngst, vackrast eller
kallast &r nagot man ocksa sysslar med inom matematik. Vi har redan stiftat
bekantskap med en slags ordning, den partiella ordningen. Men som namnet
antyder &r den ingen "riktigt” ordning. Om vi har en méngd element som ar
partiellt ordnade behéver det ju inte vara sa att vi kan jamfora alla element med
varandra, det gar bara om de ligger i samma gren i ordningens Hassediagram.
Att krdva en ordning (utan ”partiell”) innebér att kréva att alla element ska vara
jamforbara med varandra, dvs alla element ska ligga i samma gren eller i en
”rad” om man sa vill. Vi ska i nésta sektion se pa ett par olika sdatt att pa det
hér viset skapa en ordning for termer i variablerna X, ..., X,,.

Vi ska nu beskriva ett speciellt sétt att forse T'(X), méngden av alla termer
i variablerna X3, ..., X,,, med en ordning sa vi kan jamféra dem med varandra
och sortera dem inbordes.

Lat T'(X) vara alla termer i variablerna X = X4,... ,X,,. For att en ordning
ska vara godkénd i detta sammanhang ska den vara "tillaten” (eng: admissible):

Definition 3.1 (Termordning) FEn tilliten termordning dr en ordning
<7 pa T(X) som uppfyller:

1. 1< m for alla m € T(X).

2. my <y mo = s-mq <p §-ma for alla my,me,s € T(X)

Férsta villkoret talar om att 1 = X?... X0 #ir det minsta elementet i T'(X).
Andra villkoret sidger att om vi vet att tex < y sa &r ocksa p(X,Y) -z <
pX,Y)-y.

Det finns manga olika ”tillatna” sétt att ordna termerna pa och vi ska i
huvudsak anvénda oss av tva: Lexiografisk ordning och total gradordning. An-
ledningen till att anvinda just dessa tva ar att de &r av tva principiellt olika
typer som kommer att leda till resultat som ser ut pa tva principiellt olika sétt.
Dessutom &r det oftast just dessa tva termordningar som finns implementerade i
program for symbolisk algebra.

Definition 3.2 (Lexiografisk ordning) Den (rent) leziografiska ordningen



3.1. TERM- OCH MONOMORDNINGAR 57

definieras av

— el i J1 in
s=a' - <p oyl =t =

(ila- .- 7i71) = (jlv" . 5j7l)
eller

Al sa att iy < j; och iy = ji, 1 <k <l

Att sortera termerna i ett polynom i n variabler lexiografiskt &r en n-stegs-
process: (1) Sortera fallande efter forsta variabelns exponent, (2) sortera fallande
efter andra variabelns exponent, ..., (n) sortera fallande efter n:te variablens
exponent. Observera att sorteringen &r ”lokal” i den meningen att andra stegets
sortering inte " forstor” forsta stegets sortering osv. En liknande beskrivning for
att sortera namn i (omvénd) bokstavsordning skulle lyda: (1) Sortera stigande
efter forsta bokstaven, (2) sortera stigande efter andra bokstaven osv.

Exempel. Trivialt s dir 1 <z < 22 < ---
Lat z =1, y =22 0ch z =x3. Da dr 1 < z < y < x. For att se detta skriv
z=2%02t, y = 2920 och z = 219°2%. Vidare giller, se figur 3.1, att

2

x<x2<x22<---<xy<:ry2<---<;v <.
[ ]

Tz x x x

xy xz xy2 xy2

forsta, andra, redje

x vatrial:f;eln xy vari:beln a:y vatrialileln a:y

122 x T [€2) Tz (2) 22

z? xz? T xz

xy2 xy2 x> x
~— ~— — —

Figur 3.1: Sortering steg for steg enligt den lexiografiska ordningen.
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Definition 3.3 (Total gradordning) Den (totala) gradordningen definie-
ras av

i 3 J1 in __
s=axi'-xr <pay Tl =t =

(i1, yin) = (J1s- - 1 Jn)
eller

deg(s) < deg(t), eller
deg(s) = deg(t) och 3l sa att iy < j; och iy = ji, 1 <k <1

Att sortera termerna i ett polynom i n variabler enligt den totala gradordnin-
gen ar en m-stegsprocess: (1) Sortera fallande efter totala gradtalet, (2) sortera
stigande efter forsta variablens exponent, (3) sortera stigande efter andra vari-

abelns exponent, ..., (n) sortera stigande efter nést sista variabelns exponent.
OBS: Om tva polynom med samma gradtal har samma exponent i variablerna
Z1,...,Tp—1 har de ocksa samma exponent i x,, ddrav bara n steg. Man kan

ocksa séga att termer av samma gradtal sorteras lexiografiskt. Vad som sades
om lokal sortering for den lexiografiska sorteringen géller dven hér.

Exempel. Trivialt sa dir 1 = 2% <2z <22 < ---

Lat z =1,y =22 0och z =x3. Da dr 1 < z < y < x. For att se detta skriv

z=2%02', y = 29120 och z = 2'9°2%. Vidare giller, se figur 3.2, att

2 >> 962y > 2%z > > xyz TYz > 22 > > y3 yzz > yz2 23
Y 1 Y 2 1 Y 3 2 1 Y
Y y oy yy Y
3
T x? x! 20

Med en termordning kan vi ordna en delméngd av T'(X) och speciellt kan vi
ordna termerna i ett polynom. Av speciellt intresse dr den term som &r ”storst”
enligt en viss termordning <p:

Definition 3.4 (Ledande term, ledande monom) Med storsta ellerle-
dande termen till p € K[X] med avseende pd en termordning <t menas
den term i polynomet p som dr stérst. Vi kallar denna term for htermp(p)
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z? 2%y 2%y a2y
x%z 3 3 :
22y 225 22 2y
x2? x2? 2y 2z
23 23 22 xy?
A S [ T R R O
22y vy &) o2 & e
xYz yz2 23 Y3
yz* zy? yz? Y2z
oy? v e Y22
y3 yQZ y2z Z3
sz z z z

Figur 3.2: Sortering steg for steg enligt den totala gradordningen

eller hterm(p) om termordningen dr underforstadd. Vi kallar den ledande
termens koefficient for heoeff(f) och det ledande monomet for hmon(f)
sa att

hmon(f) = hcoeff( f) hterm(f)
Vi sdger ocksa att heoeff(0) = 0 och hterm(0) = 1.
Exempel. f(z,y) = Tzy> + 32%y. For <p giller
hmon(f) = 7xy®  hcoeff(f) =7 hterm(f) = zy® .
For <, géller
hmon(f) = 3z%y  hcoeff(f) =3 hterm(f) = 2%y .
o

V Vi har hér definierat en ordning av monom utifran en ordning av motsvarande
termer. Vi kallar denna ordning den av < inducerade ordningen =< och skriver

=9+ al(f)0T(9) == T(f) < T(9)

dér f och g d&r monom, T'(f) och T'(g) motsvarande termer (d vs monom med koefficien-
ten 1) samt a och b ar koefficienter till termerna T'(f) och T'(g). Eftersom koefficienterna
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inte paverkar monomens inboérdes ordning ar alla monom med samma term ekvivalenta
med avseende pa < och (den inducerade) monomordningen kan darfor inte vara en par-
tiell ordning. Men tva element kan relatera varandra utan att vara ekvivalenta och < ar
dérfor ej heller en ekvivalensrelation utan en blandning av dessa tva, en kvasiordning.
For fortsatt ldsning, se [BW93] sidan 192.

3.2 Reduktion

Malet med division av t ex tva polynom p/g ar att berdkna en kvot a och en rest
q som uppfyller

p=ag+q

I de fall da resten ¢ = 0 séger vi att divisionen gatt jamt upp och skriver p/g = a.
Vi kan ocksa siga att

q=0<peg) (3.1)

Vi kan alltsa anvinda oss av polynomdivision for att avgbéra om ett polynom
ligger i ett ideal som genereras av ett polynom.

Men hur goér vi om vi vill se om ett polynom i flera variabler ligger i ett ideal
som genereras av flera generatorer? Vad vi vill ar att med en slags ” generaliserad
division” skriva ett polynom p som en linjarkombination av ett antal generatorer
plus en eventuell rest:

p=a191+ -+ argr +q
Pa samma séitt som ovan géller att
g=0&pelg,...,g)

Vi bérjar med ett exempel. Sig att g = 3zy+ 1 och p = 923y — 3zy? +6. Om
vi nu later ¢ = p — 322 - g = 923y — 32y? + 6 — 923y — 322 = —3xy? + 6 — 322
sa har forsta termen i p "forsvunnit” (och vi har fatt en ny term —3z2 som #r
mindre in 9z3y) och vi séiger att vi har reducerat p med g, eller att

P

Ett generellt reduktionssteg p — ¢ betyder att ¢ = p —ag < p = ag + ¢
for nagot @ € M(X), dvs a &r ett monom i variablerna X = Xy,..., X, (se
definition 2.5) sa att nagon av p:s termer elimineras i exemplet ovan.
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Definition 3.5 (Reduktion modulo ett polynom) Om det for p,q,g €
K[X] existerar ett a € M(X) med hmon(ag) € M(p) (M(p) dr alla monom
i polynomet p) sda att p = q + ag sdger vi att g reducerar p (genom att
eliminera t = hmon(ag)):

P4 (p = alt)

Om t = hmon(ag) = hmon(p) sdger vi att g topreducerar p.

Anméarkning. Observera att reduktionen alltid maste eliminera en term i p
annars "raknas” det inte som en reduktion.

Hittills har vi bara reducerat i ett steg med en pa forhand bestamd reducerare.
Vi ska nu utvidga reduktionen till att utforas i flera steg och med flera olika
reducerare att vialja mellan. Forst infor vi en speciell ”lika med”-symbol som
knyter an till vad som sagts tidigare om olika termordningar. Med symbolen
2 menas en sortering av termer enligt en termordning (vilken termordning som
géller framgar av sammanhanget).
Om vi sorterar efter den totala gradordningen far vi till exempel
2?1 22y — P + 2t 4 23y + 2y sort
x3y2 +at + x2y2 + wy3 + x2y — y3

Rent allménnt kan en reduktionssekvens, p modulo en méngd polynom G
(G =A{g1,...,9r}), skrivas som

b1 =P —a19i,

Pn = Pn—1 — Gn4g;,

q=Pn
Detta ger en uppdelning av ett polynom i ett antal ”baspolynom” g¢1,... , gk
enligt
p=aigi, + -+ angi, +4 (3:2)

och om ¢ = 0 &r uppdelningen fullsténdig, d vs vi kan skriva p som en linjarkom-
bination av polynomen i basen G.
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Reduktionsprocessen kan uttryckas pa ett smidigare sitt som

i1 in

analogt med ekvation (3.2).
Vi har nu gett en mening till féljande definition:

Definition 3.6 (Reduktion) Med p —> q menar vi att det finns ett g; € G
sa att p al'e Med p % q menar vi en reduktionssekvens enligt ekvation 3.3.

Om p % q betyder det att vi kan skriva

n
p:algi1+"'+angin+qzzar9ir+q

r=1
Exempel. Vi vill reducera polynomet
p = —3xy° — 32%y> + 239* + x> + 223y + 2ay?
sa langt det gar med reducerarna
g1 =2y +y> och gy =y’ +2°
och den totala gradordningen. Reduktionen kan tex goras sa har:

p=—3xy® — 322> + 23y? + xy® + 223y + 2297
p1=p+3y°g2 = —3wy° — 32°y° + 2°y® + 2y’ + 22y + 2xy” + 3y° (v + 27)
sort 23y% + 2y + 223y + 22y
p2 =p1 — ayg1 = 2°y° + xy® + 22y + 20y® — ay(2Py + )

sort 223y + 2xy?
ps =p2 — 2xg1 = 22°y + 2zy® — 2x(2%y + y°)
sgt 0

Vi har nu fatt en uppdelning av p enligt ekvation (3.2) som

P =a1g;, + a29i, + asgi; = a1g92 + az291 + asgi
= —3y’g2 + (zy + 27)01
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Anmarkning. Eftersom man i ett steg av reduktionen ibland kan anvinda
mer an en av reducerarna ser man att den beskrivna reduktionsprocessen inte
leder till ett entydigt resultat. I kapitel 4 kommer vi att se att om méangden
reducerare ar en Grobnerbas spelar det ingen roll i vilken ordning vi reducerar,
dvs reduktionen leder till ett entydigt resultat.

Hittills har vi bara sett pa exempel dar reduktionen ”gatt jamt upp”, men
vad hédnder om man kommer till ett lige da ingen av de tillgédngliga reducerarna
kan anvandas till nista steg? Det naturliga ar att flytta éver den term som ej
kan reduceras till restpolynomet ¢ och sedan férsoka reducera pa nytt. Om det
fortfarande inte gar flyttar man &nnu en term till restpolynomet osv.

Exempel. Exempel pa reduktion som ej gar ”jamt upp”. De monom som €]
kan reduceras bort och som saledes kommer att utgora restpolynomet ¢ markeras
med {...} runt sig. I varje reduktionssteg fors6ker vi alltsa reducera bort den
enligt sorteringsordningen storsta termen som inte star inom {...}. Termerna
sorteras lexiografiskt med = > y.

g1 = 2y + 52 4 y? go = Txy® — 23 +1

p = 323y + 22%y* — 3xy + 5z
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pL=p— =33y + 22%y? — 3zy + 5z — 323y — 152> — 3y
sort {—152%} + 22%y* — 3ay® — 3zy + 5z
b2 =p1 — ={—15x3} + 22%y? — 3wy? — 3zy + 5x — 22%y* — 1027y
_ 2y3
st {—15963} — 1022y — 32y® — 32y + 5x — 2¢°
D3 = D2 + z{—15x3} — 102y — 3xy® — 3xy + 5x — 2y° + 1027y
+ 5022 + 10y?
sort {~152% 4+ 502°} — 3ay® — 3wy + 5z — 2y° + 10y>

pa=ps+| 292 | ={—152° + 5027} — 32y — 3wy + 5z — 2y° + 10y° + 3zy?
6, 3
VT

20 3
{~152% 4 502° — 3oy + Bz — —y” +10y° + -}

sort

Genom denna reduktion har vi fatt ett uttryck for p som lyder

p=|(Bz+2y—10)g1 + (—2)g2

20 3
{—152% + 502% — 3zy + 5z — 7y3 +10y% + ?}

Resten vid reduktion modulo p; och py ar ej noll och alltsa kan vi inte sidga
att p tillhor idealet (g1, g2) (men dérmed inte sagt att p & (g1, g2)!)- .

En algoritm som l6ser reduktionsproblemet finns i tabell 3.1.

Huvudloopen pa raderna 3-9 repeteras sa lange det finns termer kvar i poly-
nomet r att reducera bort.

Vid ett steg i reduktionsprocessen kan det tédnkas att det finns flera olika
reducerare att reducera med. Om vi till exempel vill reducera polynomet p,, =
2%y + 1 med reducerarna g; = x + 1 och g» = y + 1 kan vi utféra en reduktion
bade genom p,, 11 = pn, — 2Yg1 och p,i1 = pn —y>ge. I andra fall nir reduktionen
som beskrivits ovan ej gar jamt upp kan vi inte reducera alls. De polynom som
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vi 1 ett visst steg kan anvanda for att reducera kan vi skriva som
R, c ={g € G—{0} sa att hterm(g)| hterm(p)}

dér p ar polynomet vi vill reducera och G &r vara reducerare. Raderna 4-7
repeteras sa lange vi kan reducera vart polynom vidare.

Raderna 5-6 utfor den egentliga reduktionen. Funktionen selectpoly(R, )
syftar till att i de fall vi kan anvénda flera olika reducerare vélja ut en av dem,
tex den forsta.

Rad 8 till sist kommer att utforas nér vi inte kan reducera vidare, d vs nér
R, ¢ irad fyra ar tom. Vad som hénder ar helt enkelt att man "flyttar” den
ledande termen fran det polynom man vill reducera till det sk restpolynomet q.

Rad 10 returnerar de termer, i form av ett polynom, som ej kunde reduc-
eras bort. Om g = 0 betyder det att p ligger i idealet som genereras av Q) =
{q1,.-.,qr}, dvs att p kan skrivas som en linjarkombination > a;q;. Om ¢ # 0
finns mojligheten att p ej ligger i (@), men {or att avgora om p € (Q) eller inte
maste @ vara en sk Grébnerbas.

Tabell 3.1: Reduce

1. procedure Reduce(p, Q)

2 r—p;q—0

3 while r # 0 do begin

4 while R, o # {} do begin
5. f « selectpoly(Ry,,0)
6

7

8

hmon(r) f

renr-— hmon(f)

end

. q < g + hmon(r); r < r — hmon(r)
9. end
10. return(q)
11. end

3.3 Reduktion av en mangd polynom

Vi har nu sett hur man med en mangd reducerare reducerar ett polynom. En
variant pa detta &ar att reducera reducerarna med sig sjalva for att fa en bas pa
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vad som kallas monisk och reducerad form.

Definition 3.7 (Reducerad monisk méngd) En mdngd G C K[X] dr
reducerad om Vg € G gdller att g = Reduce(g, G — {g}) och monisk om
Vg € G gdller att heoeff(g) = 1.

En algoritm som berdknar en reducerad monisk méangd finns i tabell 3.2.

Raderna 3-11 skapar en ny bas P som bestar av de element ur R som inte
gar ett reducera bort med elementen (hittils) i P.

Om reduktionen pa rad 5 misslyckas betyder det att kA dr "mindre” &n alla
p € P (dvs att det finns inget p € P som kan reducera h) och alltsa borde h ligga
i P istéllet for de element som &r "storre” &n h (dvs de som kan reduceras av
h). Forflyttningen av dessa ”storre” element fran P till R sker pa raderna 7-9.

Néar vi kommit till rad 12 vet vi att inget element i P ar ”6verflodigt” langre,
dvs vi kan inte topreducera langre, men de kan fortfarande vara reducibla modulo
varandra. Vireducerar darfor pa raderna 13-16 alla element i P modulo de andra
och de ar dérefter alla i normalform (modulo P minus sig sjalvt). Divisionen med
hcoeff(h) pa rad 15 syftar till att gora elementen i P moniska.

Exempel. Om
E = {2y, zy* v*z,y2", x + y,y}
har vi pa rad 12 att
P={z+y,y}

och far till slut att

E={z,y}

3.4 Ekvivalens och kanonisk forenklare
Vi sag i ekvation 3.1 att med vanlig polynomdivision har vi i envariabelfallet att
pe(g) & p=0modyg

Att det inte alltid &r sa i flervariabelfallet visar foljande exempel:
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Tabell 3.2: ReduceSet

procedure ReduceSet(E)

R—FE; P«
while R # () do begin
h « selectpoly(R); R +— R — {h}
h «— Reduce(h, P)
if h # 0 then begin
Q «— {q € P sa att hterm(h) | hterm(q)}
R— RUQ
P—(P-Q)uU{h}
end
end
E—0;S—P
foreach h € P do begin
h < Reduce(h, S — {h})
E «— E U {h/ hcoeff(h)}
end
return(q)

end
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Exempel. Exempel dar p € (P) < p % 0.
Lat p; = xy?z — 2yz, p2 = 2%y?> — 22 och P = {p1,p2}. Som polynom att
reducera tar vi ¢ = 22y%z — 23 och r = —22y%2 4+ 2%yz. Vi far nu

q—z-p2=0=qec(P)
r+xz-pp=0=r¢c(P)

och dirmed ska att ¢ +r € (P). Men g+ r = 2%yz — 23 som ér irreducibelt (gar
ej att reducera) modulo P.
Med andra ord sa har vi hittat ett p € (P) som ej gar att reducera till noll.

Vad skulle det innebédra om vi kriavde samma sak i flervariabelfallet? Om vi
byter ut polynomdivision mot reduktion och villkoret att resten ska vara noll mot
att vi kan reducera till noll far vi

pE(G)@p%O (3.4)

Vi ser direkt att nollekvivalensproblemet ar 16st eftersom ett polynom p reducerar
till noll modulo G om och endast om polynomet ligger i idealet som genereras
av G, sa algoritmen Reduce kan tjanstgora som den normala férenklare S vi har
ndmnt tidigare (sektion 2.4(d)). Men ekvation (3.4) innebér mer &n sa vilket
foljande sats visar:

Sats 3.8 Om ekvation (3.4) gdller har vi att

Reduce(p, G) = Reduce(q, G) <= p — q € (G)

Bevis: Se sats 4.21. .

Och vad som menas med att p — q € (G) sag vi i kapitel 2.4: p och ¢
ligger i samma restklass. Vi har alltsa inte bara en normal férenklare utan
ocksa en kanonisk forenklare till restklassringen och algoritmen Reduce kan &ven
tjanstgora som den kanoniska férenklare C' vi har ndmnt tidigare (sektion 2.4(d)).
Ett ideal (G) som uppfyller detta villkor! ir just en Grébnerbas och i niista kapitel
ska vi rota en hel del i Grébnerbaser och deras egenskaper.

3.5 Sammanfattning

Vi bérjade kapitlet med att se pa olika sétt att sortera termer i ett polynom i flera
variabler. Efter att ha ordnat termerna definierade vi reduktion och konstruerade
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algoritmen Reduce som uppfor sig som en ”generaliserad” polynomdivision. Vi
avslutade kapitlet med att se vad som behovs for att 16sa nollekvivalens- och
ekvivalensproblemen generellt for polynom i flera variabler.

Med grundliggande algebra, forstaelse av polynom och ideal samt reduktion
ar vi nu mogna for att ge oss i kast med kompendiets priméra mal, Grobnerbaser.
Dér ska vi se hur vi praktiskt kan uppgradera reduktionen till en normal/kanonisk
forenklare.

Noter

! [GCLY2] sidan 439, It turns out that this (polynom som tillhdr idealet reduceras
inte alltid till noll) is not, strictly speaking, due to a deficiency of algorithm ... (hér:
algoritmen Reduce), but rather the structure of the ideal basis ... ”
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NOTER




Kapitel 4

Grobnerbaser

Som vi har sett tidigare kan man med reduktionsalgoritmen ”dela upp” ett poly-
nom p i en linjirkombination av ett ideals generatorer. Om den hér uppdelningen
lyckas, dvs vi kan skriva p som > a;g; dar g; ar generatorer till ett ideal, ser
vi att polynomet ligger i idealet, detta foljer av att ett ideal definieras just som
méangden av alla linjarkombinationer av dess generatorer och speciellt da just
var linjairkombination. Om reduktionsalgoritmen lyckas reducera polynomet till
0 har vi hittat en dylik linjarkombination och vi vet da att p € ({g:}).
I sektion 3.4 sag vi hur antagandet att

pe(G)<=p—0

genom reduktionen gav oss den sa efterlangtade kanoniska forenklaren. I det har
kapitlet ska vi se hur vi kan astadkomma detta.

Vi borjar i sektion 4.1 med en definition av Grobnerbaser. Det finns flera olika
vigar att ga for att bevisa existensen av en Grobnerbas, dvs att det till varje
ideal i polynomringen finns en tillhérande Grébnerbas. Metoden som anvénds
hér bygger pa en speciell sorts partiell ordning, Dickson-partiell ordning.

Existensen av en Grébnerbas ar i och for sig vardefull, men det ar forst i och
med mojligheten att alltid kunna berdkna den som konceptet Grobnerbaser visar
sin verkliga styrka. Hur detta gar till ska vi se i sektion 4.2.

Den i sektion 4.2 presenterade algoritmen lider av tva stora problem: Till ett
givet ideal I finns det manga olika Groébnerbaser, den bas vi berdknar &r med
andra ord ej unik, och sjalva berdkningen plagas dessutom av hog tidskomplexitet.
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I sektion 4.3 modifierar vi den grundléggande algoritmen sa att vi dels far en unik
bas, dels sanker komplexiteten avsevart.
Vi avslutar med en diskussion om algoritmens komplexitet i sektion 4.4.

4.1 Definition och existens

I sektion 3.4 visade vi att for att fa den sa viktiga kanoniska férenklaren behéver
vi kunna siga att

pE(G)@p%O

och att en idealbas har denna egenskap ar just detsamma som att saga att den
ar en Grobnerbas:

Definition 4.1 (Groébnerbas) En Grébnerbas till ett ideal I dr en bas G
sadan att I = (G) och som uppfyller

pe(G)&p—0

En Grobnerbas uppfyller alltsa vara 6nskemal att med reduktionsalgoritmen
alltid kunna avgéra om ett polynom ligger i ett givet ideal eller inte. Fragor
som aterstar att besvaras dr (1) om det till ett givet ideal finns en (entydig)
Grobnerbas, (2) kan vi berdkna den och i sa fall (3) hur beréknar vi den? Forsta
fragan ska vi titta ndrmare pa harnést och fraga tva och tre aterkommer vi till i
nasta sektion.

Det korta svaret pa fragan ”kan vi givet ett ideal genom ett basbyte omvandla
dess bas till en Grobnerbas” ar ja. Att bevisa existensen ska vi gora i tva steg:
Forst tar vi fram ett forslag till en bas och sedan visar vi att det forslaget verk-
ligen ar en Grobnerbas. For att kunna ta fram forslaget till en bas behover vi
sats 4.5 som séger att T(X) &r en sk Dickson-partiell ordning. For att bevisa
att forslaget till bas verkligen ér en Grobnerbas kan man ténka sig att ga direkt
pa definition 4.1, men vi véljer att istdllet i sats 4.6(ii) visa pa en alternativ
karaktérisering av Grobnerbaser (som ocksa skulle kunna tjdna som definition).
Med ett forslag till en bas (ekvation 4.2) och villkoret i sats 4.6(ii) kan vi relativt
enkelt bevisa i sats 4.7 att det alltid finns en Grébnerbas.

Det forsta steget pa véigen ar att definiera en speciell partiell ordning kallad
Dickson-partiell ordning. Valbekanta exempel pa partiella ordningar ar de na-
turliga och de reella talen tillsammans med den vanliga relationen <. Men de
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naturliga talen och de reella talen skiljer sig at i minst ett avseende: Om vi tar
en delméangd av de naturliga talen kan vi alltid hitta ett minsta element som kan
tjdna som en ”"bas” for de 6vriga men sa dr inte alltid fallet med de reella talen.
Tex sa har méngden {z € R|jz > 0} inget minsta element, hur néra noll vi dn
véljer ett tal sa finns det alltid ett som &r ndrmare noll (om vi véljer a sa ligger
tex a/2 ndrmare noll). Om vi krdver att vi alltid {6r varje "gren” i en partiell
ordnings Hasse-diagram ska kunna hitta ett minsta element som vi kan anvédnda
som bas och att det bara finns ett andligt antal grenar kréver vi att den partiella
ordningen ska vara en Dickson-partiell ordning:

Definition 4.2 (Dickson-partiell ordning) Lat < vara en partiell ordning
pa M och lat N C M. Da kallas en delmdangd B av N en Dicksonbas for N
med avseende pa < om det for varje a € N finns nagot b € B med b < a. Vi
sager att < har Dicksons egenskap eller dr en Dickson-partiell ordning
om varje delmdngd N C M har en dndlig bas B C N med avseende pa <.

Denna Dicksonbas ar det som s& sméaningom kommer att mynna ut i en
Grobnerbas.

Eftersom vi ska jobba uteslutande med polynom vill vi veta om polynomens
byggstenar, termerna, har denna Dicksons egenskap. For att i sats 4.5 visa att
det #r sa behover vi Dicksons lemma (lemma 4.4) och for att bevisa Dicksons
lemma behdver vi nédsta lemma. Observera att &ven om ordningsrelationen pa
M skrivs pa samma sétt som ordningsrelationen pa N behover de ej vara lika!

Lemma 4.3 Lat (M, <) vara en Dickson-partiellt ordnad mdingd och (N, <)
de naturliga talen med deras naturliga ordning. Da dar den direkta produkten
(M x N, <) dar

(a,b) <' (c,d) <= a<cochb<d
en Dickson-partiellt ordnad mangd.

Beuvis: Vi ska visa att givet en icke-tom delméngd S C (M x N, <’) finns det
en dndlig bas B. Vi gor detta genom att (1) konstruera miangden B och (2) visa
att den nyss konstruerade mangden verkligen &r en bas.

(1). Givet en delméngd S enligt ovan, lat {6r varje n € N,

M, ={ae M| (a,n)eS}.
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Lat B,, vara en #éndlig bas till M, och C en #éndlig bas till J,,cy B,T. Till slut
later vi r € N vara sadant att C C |J;_, B;. Lat nu

B={(a,i)e MxN|1<i<rac B;}.

(2). Eftersom alla B; ar dndliga &r ocksa B dndlig. For att B ska vara en bas
krévs dessutom att givet ett (a,n) € S ska det finnas ett (b,4) € B som uppfyller
att (b,7) <’ (a,n). Eftersom a € M,, kan vi hitta ett b € B,, sd att b < a och
alltsa (b,n) <’ (a,n). Om n < r ligger (b,n) i B och vi ar klara. Om inte sa
finns det (eftersom C' &r en bas till | B,,) ett ¢ € C sadant att ¢ < b < a och
¢ € B; for nagot i < r < n. Och eftersom (c,7) € B och (c,i) <’ (a,n) far vi att
B mycket riktigt ar en bas. °

Eftersom vi nu vet att om vi har en Dickson-partiellt ordnad méngd och
’lagger till” en komponent (som ar de naturliga talen) fortfarande har en Dickson-
partiellt ordnad méngd kan vi definiera en Dickson-partiell ordning for n-tupler
av naturliga tal. Definiera <’ som

(a1, an) < (bi,...,a,) <= a; < b; for alla 1 <i < n. (4.1)

Om vi som < tar dess vanliga betydelse for heltal far vi tex att (1,1) <’ (1,2) <’
(2,2) men (2,2) £’ (1,2000). Som en naturlig f6ljd far vi Dicksons lemma:

Lemma 4.4 Lat (N, <') vara den direkta produkten av n kopior av de na-
turliga talen med deras naturliga ordning (N, <). Da ar (N™, <) en Dickson-
partiellt ordnad mdngd. Varje delmdngd S av N™ har en dndlig delmdangd
B sdadan att for varje (mq, ... ,my) € S finns det ett (k1,...,k,) € B med
ki <m; for alla 1 <i<n.

Exempel. I f6ljande exempel &r relationen <’ enligt ekvation (4.1) underfor-
stadd.

{geQ|0<qg<1}

ar ej en DPO (Dickson-partiell ordning) eftersom den inte har nagon bas (inget
minsta element enligt <’). Déremot &r

{geQ|0<g<}

TEftersom M &r en Dickson-partiellt ordnad méngd har M, och alla delméngder av M,, en
andlig bas.
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en DPO med {0} som bas. Likasa &r

{z€Z|z>0}

en DPO med {0} som bas. Vidare ser vi att

(2,2)
(1,2) (2,1)
ar en DPO med en bas bestaende av elementen {(1,2),(2,1)}. Daremot ar
(2,2:2:2:)

(LD (1.2) (1.4

ej en DPO eftersom den har en odndlig bas {(1,1), (1,2),(1,4),(1,8),...} och
pa samma sétt ar inte heller

(1,1,1,1,...)

S

(1,0,0,0,...)
(0,1,0,0,...)
(0,0,1,0,...)

en DPO ty dess bas ar {(1,0,0,0,...),(0,1,0,0,...),(0,0,1,0,...),...}. e

Men vad har da det hér med polynom att goéra? Valdigt mycket faktiskt! Se
pa funktionen n : N* — T dar T = T'(X4, ... , X,,) ar méngden av alla termer:

n:er,... eq)— Xite- X0

Funktionen 7 &r helt enkelt ett sitt att fora 6ver allt vi tidigare har sagt om
n-tupler av naturliga tal till termer i n variabler. Men vi kan inte anvanda oss
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Tabell 4.1: Samband mellan Dickson-partiell ordning
for naturliga tal och termer.

| Naturliga tal | Termer |
k= (ki,... .kn) | s=n(k)=X" - X}k
m=(my,...,my) | t=n(m) =X - X
< |
(k) <" (m) slt
(1,1) <’ (1,2) X1Xo| X1 X3

av den tidigare anvinda relationen <’ utan maste definiera dess motsvarighet for
termer. Lat T vara mangden av alla termer i n variabler. Definiera delbarhets-
relationen | pa T genom s | t, s,t € T, om och endast om det finns ett s’ € T
sé att s+ s =+t Vifar nu tex att X1 Xo | X1X5 | X7 X3 men X7X3 14X, X300,
Vi kan nu enkelt formulera om lemma 4.4 till att gélla for termer i stéllet for
n-tupler av naturliga tal:

Sats 4.5 Delbarhetsrelationen | pa T definierar en Dickson-partiell ordning
pa T. Varje icke-tom delmdngd S av T innehaller en dndlig delmingd B sa
att det for varje s € S finns ettt € B med t|s.

I tabell 4.1 finns en jamforelse mellan Dickson-partiell ordning for naturliga
tal och for termer.

Vi ska nu ta fram ett forslag till en bas som vi sedan i sats 4.6 och sats 4.7
visar verkligen dr en Grobnerbas.

Lat I vara ett ideal till K[X] och hterm(I) = {hterm(i)|i € I'}. Da foljer att
varje element i I motsvaras av ett element i hterm([). hterm(I) bestar da av
en méingd termer, dvs ar en delméngd av T(X), och har darfor en dndlig bas
S 1 enlighet med sats 4.5. Eftersom varje element i hterm(/) motsvaras av ett
element (ett polynom) i I géller speciellt for alla s € S C hterm(I) att det finns
ett motsvarande polynom f, € I sa att hterm(f,;) = s. Lat G vara méngden av
alla sadana fs:

G={f€eI]|3se S med hterm(f) = s} (4.2)
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For att bevisa att den nyss konstruerade méngden G ar en Grébnerbas behd-
ver vi en sats:

Sats 4.6 Ldt I vara ett ideal till K[X] och G en dndlig delmdngd av I sa att
0 € G. Da dr foljande pastaenden ekvivalenta med att G dr en Grobnerbas
till I:

(i) f % 0 for alla f € (G).
(i) For varje 0 # s € hterm(I) finns det ett t € hterm(G) sa att t|s.

Bevis: (i)=(ii): Ta ett s € T'(X) och bilda
S = {p € I| hterm(p) = s och =3t € hterm(G), ¢ | s} ,

dvs alla p € (G) som ¢j uppfyller p —» h[s] for niagot h € (G). Lat f vara det
minsta elementet i S. Men f —=» h och da &r h < f samtidigt som hterm(h) =
hterm(f), h ligger i S och varat antagande om att f var minimalt leder till en
motségelse.

(ii)=(1): Om 0 # f € I finns det ett g € G sa att hterm(g) | hterm(f) och
darigenom har vi att

f=h

for nagot h € (G). Eftersom ocksa h € (G) kan vi pa samma sétt reducera bort
det ledande monomet i h. Eftersom f bara har ett andligt antal termer ser vi att
denna procedur leder till att f % 0. .

Vi kan séga att denna sats visar pa tva likvérdiga sétt att beskriva en Groéb-
nerbas. Har vi en bas och vill visa att den adr en Grobnerbas kan vi vilja det satt
som for tillfallet passar bast. Vi kommer ldngre fram att utoka denna lista med
fler och—f6rhoppningsvis—alltmer anvéndbara satt.

Sats 4.7 Om I ar ett ideal till K[X] och S basen enligt ovanstiende resone-
mang till hterm(I) sa bildar mdngden

G={fe€l|3se€S med hterm(f) = s}
en Grobnerbas.

Bevis: Eftersom S var en bas for hterm(I) géller att det for varje ¢ € hterm(T)
finns ett s € S (ett f € G med hterm(f) = s) sa att s|t, och eftersom S =
hterm(G) foljer av sats 4.6 att G &r en Grobnerbas. .
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Vi har nu visat att det till varje ideal i polynomringen finns en Grébnerbas.
Ar den entydig, d vs givet tva Grébnerbaser G; och Gg, kan vi siga att

<G1> = <GQ> <— G1 =Gy ?

Svaret ar tyvérr nej. Men dessbéttre finns det en variant av Grébnerbaser, redu-
cerad Grobnerbas, som precis som Grébnerbaser alltid existerar men som dessu-
tom &r entydiga. Hur dessa ser ut aterkommer vi till i sektion 4.3 om reducerade
Grobnerbaser.

I néista sektion ska vi se pa de berdkningsmaéssiga aspekterna. Ar Grobner-
basen berdkningsbar och i sa fall hur kan vi berdkna den?

4.2 Konstruktion—Buchbergers algoritm

I foregaende sektion sag vi ett existensbevis fér Grobnerbaser. Det trakiga
med det beviset dr att det inte sdger nagot om hur vi ska kunna konstruera
en Grobnerbas. I den héar sektionen ska vi utoka sats 4.6 med fler ekvivalenta
pastaenden. Efter lite trixande kommer vi fram till ett pastaende som visar sig
vara mycket enkelt att implementera i en algoritm som praktiskt berdknar en
Grobnerbas.

Vi bérjar i (a) med ett ordningsrelaterat begrepp, lokal konfluens, som séger
att om vi reducerar modulo en Grébnerbas kan vi i varje reduktionssteg vélja fritt
bland vara "mojliga reducerare” (funktionen selectpoly i algoritmen Reduce),
dvs det spelar ingen roll vilken reducerare vi i ett visst reduktionssteg valjer.
I (b) presenterar vi ett ”hjélpvillkor” vars enda uppgift adr att hjéilpa oss med
beviset 1 (c¢) som i sin tur antligen ger oss ett villkor med vars hjalp vi praktiskt
kan berdkna en Grobnerbas.

(a) Lokal konfluens

Forst maste vi dock utdka vart vokabuldr. Vi har tidigare sett att om vi har flera

olika reducerare att vélja mellan kan vi reducera pa flera olika sitt. Vi kan tex

ha att a — b och a — c¢. En trevlig egenskap vore om vi trots att vi har valt
. . g1 g2 L . .

olika ”vagar” till en borjan d&nda kan komma till ett och samma slutmal, d vs om

det fanns ett d sadant att a o b % d och a 7 % d. Om relationen =

har denna egenskap sédger vi att den ar lokalt konfluent.

Definition 4.8 (Lokalt konfluent) Om a —5» b och a —5» ¢ sigs —»
vara lokalt konfluent om b | ¢, dvs det existerar ett d sadant att b % d % c.
(kortare skrivsdtt for b % och b % ).
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Vi kan nu utdka var lista i sats 4.6 med ekvivalenta definitioner pa en Grébner-
bas:

Sats 4.9 Lat I vara ett ideal till K[X] och G en dndlig delmdangd av I sa att
0 € G. Da dr foljande pastaenden ekvivalenta med att G dr en Grobnerbas
tall I:

(i) f % 0 for alla f € (G).

(i) For varje s € hterm(I) finns det ett t € hterm(G) sa att t|s.

(iti) —5> dr lokalt konfluent.

Bewis: (ii) = (iii) och (iii) = (i), se [BW93] sats 5.35. o

(b) Translationslemmat

Lemma 4.10 Ldt p,q,r € K[X] och S C K[X]. Om p—q — 7 finns det
p,q € K[X] sa att p % p’ och q % q' som dessutom uppfyller r =p' — ¢,

dvs givet
p — q = h
!
T
kan vi hitta p’,q' sd att
p - q = h
! ! !
P —dqd =

Bevis: Reduktion ett steg ger att r = (p — ¢) — as for nagot a € M (X) och
s € S. Lat v = hterm(as) (den term som reduceras bort), ¢; koefficienten till v
i p och ¢y koefficienten till v i ¢q. Eftersom termen v reduceras bort i differensen
p — q har vi att ¢; — co = heoeff(as) = hcoeff(a) (den sista likheten fas eftersom
vi kan anta att hcoeff(s) = 1).

Kan vi hitta by, by € M(X) sa att

p'=p—bis
qd =q—bys?
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Vi far att

P —q¢ =(p—"bis)—(q—bas) =p—q— (b1 —by)s

och vi far som villkor att b; — ba = a. Lat

by — ¢ — 2
'™ "hterm(s)
by — v
2T hterm(s)
Vi far nu att
hterm(a) hterm(s
by — bz = (c1 — ¢2) hgezm(s) ) _ (¢1 — ¢2) hterm(a)

= hcoeff (a) hterm(a) = a
[ ]

Lemma 4.11 (Translationslemmat) Ldtp,q € K[X] och lat P C K[X].
Da gdller att om p — q %0 saplq.

Bevis: Om p = q géller forstas att p | ¢, sdégp — d < q.

p — q = 0
il il
d d

Om p — ¢=h — 0 finns det en kedja

h—h  — -+ — h, —0
och vi har
p — q = h
i
h1
i

o T -



4.2. KONSTRUKTION—BUCHBERGERS ALGORITM 81

Enligt lemma 4.10 kan vi hitta p; och ¢; sa att

p — q = h
! ! !
Po— @ =
!
!
hn,
!
0

p - q = h

! l l
P - @ = M
i ! i

! l i
DPn - Adn - hn
i ! i
Pn+1 — Gny1 = 0

Nu &r pp+1 = ¢ne1 och genom att tillimpa varat forsta specialfall r lemmat
bevisat. °

Sats 4.12 Lat I vara ett ideal till K[X] och G en dndlig delmdngd av I sa att
0 € G. Da dr foljande pastaenden ekvivalenta med att G dr en Grobnerbas
till I:

(i) f % 0 for alla f € (G).

(it) For varje s € hterm(I) finns det ett t € hterm(G) sa att t|s.
(iti) —g> dr lokalt konfluent.
(iv) Om g1,g92 € G, g1 # g2 och m1,ma € M (X) uppfyller att

hmon(mig1) = hmon(maga)

galler att m1g1 — mags % 0.
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Bevis: Att (i) < (i3) < (¢i7) har vi visat i sats 4.9.
(iil)=(iv): Lat f, f1, f2 € K[X] uppfylla att

hegf—f

Daér f1 = f—mag1 och fo = f—mags {6r nagra my, ms € M(X) och g1, g2 € G.
For att —— ska vara lokalt konfluent maste f; | fo och lemma 4.11 séger att
detta &r sant om f1 — fo —5> 0, dvs om

fr = fa=mags —mig1 5> 0.

Vi far tva fall:

1. hterm(mig1) # hterm(mags), en av termerna maste vara storre dn den
andra enligt den aktuella monomordningen, tex mogs > mig;. Vi far da

m -m — —m —0
292 191 P 191 o

2. hterm(m1g1) = hterm(mags). mig: reducerar bort termen hterm(migr)
fran f och mags reducerar bort termen hterm(mags) fran f. Eftersom
hterm(mg1) = hterm(mags) maste de reducera bort samma term fran f
och da maste hmon(mig;) = hmon(msogs). Vi antog fran borjan att om
hmon(mig1) = hmon(mage) har vi att mags — mig1 % 0.

(i)=(iv): Vi har att g1 € G C (G) = mig1 € (G) och pa samma sitt
mage € (G). Detta leder till att mig1 — mags € (G) och f6ljdaktligen, enligt (i),
att m1g1 — mago % 0. °

(c) S-polynom

Varat mal for den hér sektionen &r att komma fram till ett begrepp som kallas
s-polynom. Med dessa visar det sig bli en enkel uppgift att konstruera en Grob-
nerbas.

Definition 4.13 (S-polynom) S-polynomet av p,q € F[X] ar

P4
hmon(p)  hmon(q)

Spoly(p, ¢) = lem(hmon(p), hmon(q))
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Varfér ska just denna definition leda till nagot nyttigt? Vi sag i tidigare
V exempel att om vi hade att fi % 0 och fo % 0 kunde det hianda att
linjirkombinationen fi + f2 inte reducerade till noll trots att den lag i idealet, se sek-
tion 3.4. Om vi vill att alla linjirkombinationer liknande denna som ligger i idealet ska
reducera till noll, vad leder det till?

Vi sag i sats 4.6 att G &r en Groébnerbas dr ekvivalent med att

(Vs € (G)) (3t € G) (hterm(t) | hterm(s)) .

Vi vet ocksa att

sE(G)@s:Zaigi.
i=1

Om vi tar tva element i (G) géller att

Ji.f2 € <G> =
Jt1,t2 € G sa att hterm(t1) | hterm(f1) och hterm(¢z) | hterm(f2) .

For dessa tva element kan vi skriva

fi= Z aigi hterm(f1) = hterm(ay, gy, ) ty, €G ty, | hterm(f1)
fo= Z bigs hterm(f2) = hterm(by, gy, ) ty, € G ty, | hterm(f2) .

Nu bildar vi en linjirkombination av dessa tva element:

f=cfi+df2 = C'Zaigi+d'zbigi = Z(Cai+dbi)gi
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Vi far fyra olika fall:

Fall 1: hterm(cay, g5, ) >7 hterm(dby, gy, )
hterm(f) = hterm(cay, g5, ) = ty, | hterm(f)

(
(
Fall 2: hterm(cay, g5, ) <r hterm(dbs,gy,)
hterm(f) = hterm(cbys, gy,) = ty, | hterm(f)
(

Fall 3: hterm(cay, gr, ) =7 hterm(dby,gy,), heoeff (caf, g, ) #r — heoeff (dbys, gy,)

ty, | hterm(f)

hterm(f) = hterm(cay, g,) = hterm(dby,g¢,) = {tfz | hterm( f)

Fall 4: hmon(cay, gf,) = —hmon(dby, gy, )
hterm(f) # hterm(cay, gy, ) =S ty, | hterm(f)
hterm(f) # hterm(cby, gy, ) RS ty, | hterm(f)

I de tva sista raderna finns ett fragetecken, implikationen behover inte gélla.

For varje par av generatorer p och ¢ ska vi skapa en linjarkombination som pa
detta vis eliminerar linjairkombinationens storsta mojliga monom (dvs leder till fall
4), detta ar precis vad vi gor nar vi berdknar ett s-polynom till p och g. Eftersom
linjirkombinationen tillhor idealet ska vi kunna reducera ocksa den till noll. Om vi
lyckas ar allt OK, annars utokar vi basen med den reducerade linjarkombinationen for
att "ratta till” basen. Vi kommer strax att se i sats 4.16(v) att detta férfarande ar bade
noédvéandigt och tillrackligt for att utdka en bas till en Grobnerbas.

I beviset av sats 4.16 behover vi tva lemman, férst en alternativ beskrivning
av s-polynom:

Lemma 4.14 Fori=1,2,1at0 # g; € K[X], t; = hterm(g;), a; = hcoeff(g;)
och t = s;t; = lem(ty,te) ddr s; € T. S-polynomet till g1 och go dr da

Spoly(g1,92) = a28191 — a15292 . (%)

Bewvis: Vi har

lcm(tl, tg)

S;t; = lCm(tl,tg) — S; = 7
1
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Instoppat i (*) far vi

lem(hterm(gy ), hterm(gs))
hterm(g)

a28191 — a182g2 = heoeff(g2) g1

lem(hterm(gy ), hterm(gs))
hterm(gs)

heoeff(g2) ~ hcoeff(g1)
hterm(g; ) o hterm(gz) P

— hceoeff(g1) g2

= lem(hterm(g; ), hterm(gs)) (

= lem(hterm(g; ), hterm(gz)) heoeff (¢g1) heoeff (g2)

g1 92
<hcoeff(gl) hterm(g;)  hcoeff(gs) hterm(gg))

= ¢ lem(hterm(g, ), hterm(G?2)) (hmogrll(gl) B hmogr?(m))

= c-Spoly(g1, 92)
dér ¢ = hcoeff(g1) hcoeff(g2). o
Lemma 4.15 Lat P C K[X], f € K[X] och m € M(X). Da gdaller att
[ 0=mf—0

Bewis: Vi kan skriva

[0
som
f:foﬁf1—>... _>fn207 p’LGP
Pig Pip_1

Om vi tittar pa ett steg

fr 52 fron

kan vi skriva om det som

ferr = fr —arpr,  ar € K[X] .
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Multiplicera med m € M (X):

mfrr1 = mf — magpr = m(fx — agppr)

vilket a4r samma sak som

mfy —= mfre
och om vi gor pa samma séitt med alla steg i sekvensen far vi

mf?mf1—> ﬁmfn:m-OZO

eller kortare uttryckt som

Vi kommer nu fram till det ekvivalenta villkor vi sa linge véntat pa! Pro-
blemet hittils har varit att de olika karaktariseringar vi tagit fram inte varit
anvandbara i praktiken vid berdkningen av Grobnerbaser. Vi kan nu utoka
sats 4.12 med ett villkor till:

Sats 4.16 Lat I vara ett ideal till K[X] och G en dndlig delmdngd av I sa att
0 € G. Da dr foljande pastaenden ekvivalenta med att G ar en Grébnerbas
tall I:

(i) f % 0 for alla f € (G).

(i) For varje s € hterm(I) finns det ett t € hterm(G) sd att t|s.
(iti) —g> dr lokalt konfluent.
(iv) Om g1,92 € G, g1 # g2 och m1,ma € M (X) uppfyller att

hmon(mi¢1) = hmon(maga)

gdller att mig1 — mago %’ 0.

(v) Spoly(p, q) % 0 for alla p,q € G.
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Bevis: Att (i) & (ii) < (iii) < (iv) sag vi i sats 4.12.

(i)==(v): Spoly(p, q) &ar enligt lemma 4.14 en linjairkombination av tva ele-
ment ur G och ligger alltsa i (G).

(v)==(iv): Vi behover bara forsdkra oss om att polynom pa formen mg; —
moge dir g1 # go ligger 1 G, my och mo &r monom och

hmon(myg¢1) = hmon(mags) (4.3)

reducerar till 0 modulo G. For i = 1,2, lat t; = hterm(g;), a; = hcoeff(g;) och
m; = bju; dar b; € K och uw; € T. Vi far da att hmon(mig1) = mq hmon(g;) =
biuyiaqt; och ekvation 4.3 blir

b1a1 u1t1 = bQCLz UQtQ (44)
N~
eEK €T eK €T

Identifiering av koefficienter (€ K) i vanster- och hiogerled ger att

ag al
bia; = baag <— — = —
by by

Identifiering av termer (€ T') i vanster- och hogerled ger att
u1t1 = u2t2

och speciellt géller att u1t1 och uate dr en gemensam multipel till ¢1 och to (de
ar ju tom likal). Om vi for ¢ = 1,2 och s; € T definierar s;t; = lem(tq,t2) ser vi
att eftersom wu;t; ar en gemensam multipel och s;t; ar den minsta gemensamma
multipeln finns det ett v € T' sa att

uit; = v - lem(ty, ta) = vs;t;
och vi far att u; = vs;. Vi far nu att
mig1r — mage = [m; = bu; | T = biuigy — bauags
= [u; = vsi| = bivs1g1 — bavsaga = Z—zv <CL28191 - Z—fbgswz)

by

a9 aq ( )
= _— = — = —viass — als
by by a2 25191 15292

b
~Lv Spoly(g1, g)
az
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Vi har antagit att Spoly(g1, g2) % 0 och detta tillsammans med lemma 4.15
ger att

* b *
Spoly(g1,92) 7 0 <= mig1 — mags = a—;v Spoly (g1, g2) = m - Spoly(g1, g2) — 0
[ ]

Korollarium 4.17 OmG = {g}, g € K[X1,...,X,], sa dr G en Griobnerbas.

Bevis: Med bara ett element i basen kan vi bara bilda ett enda s-polynom,
Spoly(g, g), som blir noll. .

Korollarium 4.18 Om G ={q1,... ,gn} dir g; € K[X1,...,X,] dr monom
sa dr G en Grobnerbas.

Bevis: Eftersom vi for alla g € G har att g = hmon(g) &r alla s-polynom noll.

Buchbergers algoritm

Villkor (v) i sats 4.16 ger oss en praktiskt anvindbar vag att ga for att utoka ett
ideals bas till en Grobnerbas.

Satsen sédger att G ar en Grobnerbas om och endast om alla till G horande
s-polynom reducerar till noll. Vi berdknar alla s-polynom till G, reducerar dem
och om vi triffar pa ett som 4nte kan reduceras till noll skapar vi en ny bas G’
som ar unionen av G och det reducerade s-polynomet. Eftersom ett s-polynom
ligger i idealet ser vi att vi inte forandrar sjalva idealet, vi lagger bara till ett
baselement till. Om vi pa detta vis ldgger till ett nytt baselement upprepar vi
hela proceduren fran bérjan. Om vi efter ett antal upprepningar pa detta vis fatt
en bas G vars alla s-polynom reduceras till noll har vi enligt sats 4.16 skapat oss
en Grobnerbas.

Ovanstaende resonemang kan latt omséttas i en algoritm, se tabell 4.2.

Rad 3 skapar en méngd med talpar, ett talpar for varje s-polynom som ska
raknas ut vilket innebér alla kombinationer av idealet P:s generatorer.

Raderna 4-12 kommer att utforas tills vi har beréknat alla s-polynom.

Rad 5 véljer ett element ur B, for att se vilket man bor vilja, se kapitel 4.3.
Rad 7 beréknar det motsvarande s-polynomet och reducerar det sa langt det gar.

Om s-polynomet inte kunde reduceras till noll ska vi utoka basen med det
reducerade s-polynomet vilket gors i rad 9. Eftersom vi nu har en generator till
maste listan B berdknas igen vilket gors i rad 10.

ta = [P] = b < a = b under antagandet att P giller.
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Tabell 4.2: Buchberg

1. procedure Gbasis(P)
2 G «— P; k < length(G)
3 B {[i,jl:1<i<j<k}
4. while B # () do begin
5. [i, 4] < selectpair(B, G)
6 B B—{ji,jl}
7 h < Reduce(Spoly (G, G;), G)
8. if h # 0 then begin
9. G—GU{hhk—k+1
10. B—BU{[i,kl:1<i<k}
11. end
12. end
13. return(G)
14. end
Vi har:

Sats 4.19 (Buchbergers algoritm) Ldt F vara en dndlig delmdngd av
K[X]. Anta att K dr berdkningsbar och att termordningen pa T dr bestambar.
Da berdknar algoritmen Buchberg i tabell 4.2 med ett dndligt antal steg (dvs
den terminerar inom dndlig tid) en Grébnerbas G i K[X] sd att F C G och
(G) = (F).

Beuwis:

Se [BW93] sats 5.53.

Vi har nu visat att det till varje ideal i polynomringen finns en Grébnerbas, att
den &r berdkningsbar och vi har presenterat en algoritm som utfor berdakningarna.
I nésta sektion ska vi presentera en utokning av algoritmen i tabell 4.2 som
beréknar en for ett ideal unik Grébnerbas.

Ekvivalens och kanonisk féorenklare

Vi kan nu

bevisa sats 3.8:

Lemma 4.20 Lat G vara en Grébnerbas. Om p % q och p % r och p
respektive q ar irreducibla modulo G sa dr q = r.
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Bewvis: Se [GCL92] sats 10.5(iii). o
Sats 4.21 Om G dr en Grébnerbas och p,q € (G) gdller att

Reduce(p, G) = Reduce(q,G) <= p — q € (G)

Bevis: =: Anta att r = Reduce(p, G) = Reduce(q, G). Da géller att p —r €
(G) och ¢ — r € (G) och vi har att

(p—r)—(¢g—r)=p—qe(G).

<: Enligt lemma 4.11 finns det ett d sadant att p % d och q % d. Om vi
fortsatter att reducera d sa langt det gar far vi p % d % e och ¢ % d—f
(i reduktionsalgoritmen kan man vélja reducerare pa flera olika satt). Eftersom
vi nu har att d — e och d —> f dir e och f ar irreducibla siger lemma 4.20
att e = f, dvs att Reduce(p, G) = Reduce(q, G). .

4.3 Reducerad Grobnerbas—entydighet

Den Grébnerbas som produceras av 4.2 lider av ett par problem. For det forsta ar
den €j unik. Till ett och samma ideal kan vi beroende pa de val som maste goras
i algoritmen fa flera olika Grobnerbaser. Vi skulle vilja modifiera algoritmen sa
att den bas vi far bestdms unikt av idealet, matematiskt uttryckt som

<G1> = <G2> — G =Gy .

For det andra &ar algoritmen av mycket hog komplexitet och den utan jamforelse
storsta delen av tiden spenderar den med att reducera s-polynom!. Ironiskt nog
visar det sig att de flesta s-polynom algoritmen férsdker reducera ocksa redu-
ceras till noll>—vi utfér en massa kostsamma reduceringar ”i onédan”. Det vore
onskvéart om vi bara genom att "titta” pa ett s-polynom kunde avgéra om det
reduceras till noll eller inte. Det finns ett par kriterier som om man anvénder
sig av dessa upptéacker de flesta s-polynom som reducerar till noll. Inte alla, men
eftersom kriterierna i sig ar betydligt ”billigare” berdkningsmaéssigt sett ar det
en bra affar att anvénda sig av dem.

Entydighet

Vi ska i denna sektion se hur man kan modifiera algoritmen Buchberg i tabell 4.2
sa att den till ett givet ideal berdknar en for detta ideal unik Grobnerbas.
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Definition 4.22 (Reducerad Grobnerbas) En reducerad Grobnerbas dr
en Grébnerbas (en médngd polynom som dr en Gréobnerbas) som, sedd som en
mangd, dr reducerad och monisk (enligt definition 3.7).

Vi gar tillviga pa samma sétt som forut, vi borjar med att bevisa att det
alltid finns en reducerad Grobnerbas och sedan presenterar vi en algoritm som
beraknar den.

Varat forsta steg pa vigen mot en unik Grobnerbas &r att se lite mer pa
Dicksonbasernas egenskaper. For en allmann partiell ordning géller:

Proposition 4.23 Lat < wvara en partiell ordning pa M. Da ar foljande
pastaenden ekvivalenta:

(i) < dr en Dickson-partiell ordning.

(i) Om {an}nen ar en sekvens av element ur M sd finns det ett i > j sa
att a; < aj.

(iii) For varje icke-tom delmdngd N av M dr antalet minimala element i N
andligt och skilt fran noll.

Beuvis: (1)=(ii): Eftersom < &r en Dickson-partiell ordning kan vi dela upp
méngden {a;} i ett &dndligt antal delméngder dér varje delméngd motsvaras av
ett baselement. Vi far pa detta vis minst en oéndlig delméngd men eftersom
varje delmangd har ett minsta element kan den ej vara strikt avtagande.

(ii)=-(iii): Anta att det finns odndligt manga minimala element. Vi kan da
skapa en oiindlig sekvens {b;} av minimala element’. Men (i) siger att det for
varje oandlig sekvens {a;} finns det ett ¢ < j sa att a; < a; vilket motséger
elementen {b; }:s minimalitet.

(iii)=-(i): Lat N vara en icke-tom delméngd av M och B méngden av alla
minimala element i N. Lat a € N och bilda

N'={deN|d<a}.

N’ innehaller da ett minsta element ¢, detta element maste ocksa vara minimalt
i IV och det finns da ett b € B sa att b < ¢ < a och alltsa b < a. °

Vad vi egentligen vill at ar en direkt foljdsats till ovanstaende proposition:

TEnligt urvalsaxiomet (eng. ”axiom of choice”).
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Korollarium 4.24 Lat < vara en Dickson-partiell ordning pa M. Da har
varje icke-tomma delmdangd N av M en unik minimal och dndlig bas B,
dvs en bas B sadan att B C C for alla andra baser C till N. B bestar av
alla minimala element i N.

Bevis: Lat B vara méngden av alla minimala element i N. Enligt proposi-
tion 4.23(iii) &r B dndlig och icke-tom. Dessutom géller att for varje a € N finns
det ett b € B sadant att b < a, mao sa ar B en bas for N. Lat nu C vara en
annan bas for N. For varje b € B finns da ett ¢ € C sadant att ¢ < b. Eftersom
b var minimalt maste det gélla att ¢ = b vilket ger att b C C. .

Med en termordning, tex <r, kan vi jamfora tva termer med varandra och
tala om vilken som &ar ”storst”. Kan vi definiera en liknande ordning <p for
polynom? Om vi ska jamféra tva polynom f och g med varandra sorterar vi
forst termerna enligt en termordning. Borja sedan med att jamféra de hogsta
termerna ur f respektive g med varandra och fortsidtt sedan med succesivt lagre
termer. Om bada termerna ar lika fortsitter vi med nésta term. Om inte séger
vi att det polynom &r minst vars term ar minst. Med denna procedur har vi
definierat en polynomordning <p inducerad av en termordning <.

Lemma 4.25 Anta att I dr ett ideal till K[X], m ett monom och f och g dar
minimala polynom i I sa att hmon(f) = hmon(g) =m. Dd dr f = g.

Beuvis: Enligt resonemanget ovan maste vi ha att T'(f) = T(g) annars skulle
antingen f < g eller f > g. Eftersom bade f € I och g € I géller att f — g € I.
Antingen dr f — g = 0 och lemmat bevisat eller sa dr s = hterm(f — g) < m
(eftersom hmon(f) = hmon(g) finns ej denna term med i f — g och de termer
som ”blir kvar” &r alla mindre &n den hogsta). Vi har att s € T(f) = T(g). Vi
kan i uttrycket

h=f—-cf-g el

vélja 0 # ¢ € K sa att termen s i h elimineras och ddrmed s ¢ T'(h). Eftersom
hterm(f — ¢g) < m &r hmon(h) = m. Vad som skiljer h fran f &r den eliminerade
termen s och eftersom f — h har vi att h < f vilket a4r en motségelse eftersom
vi fran borjan antog att f var minimalt. .

Vi kan nu svara pa fragan om det till ett givet ideal I finns en reducerad
Grobnerbas:
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Sats 4.26 Om I ar ett ideal i K[X] existerar det en reducerad Grobnerbas G
till I med avseende pa den inducerade polynomordningen <p.

Vi delar upp beviset i tre delar: (1) Forst konstruerar vi en méngd vi anser
vara en bas sedan visar vi (2) att den &r monisk och (3) att den &r reducerad.

Bevis: (1) Lat S vara den enligt korollarium 4.24 unika minimala basen till
hterm(7) med avseende pa |. For varje t € S finns det ett motsvarande f; € T
med hterm(f;) = t. Eftersom I ar ett ideal kan vi anta att hmon(f;) = ¢, dvs
heoeff(f:) = 1 och enligt lemma 4.25 kan vi anta att f; dr det unika minimala
polynomet i I med den hér egenskapen. Lat

G={filteS}.

Da &r G en Grobnerbas till I enligt samma resonemang som i beviset av sats 4.7.

(2) Eftersom alla hcoeff(f;) = 1 & G monisk.

(3) Vi antar att det finns g1, g2 € G och f € K[X] sa att g o foch g1 # go,
dvs att G inte dr reducerad. Om reduktionen g3 — f &r en topreduktion har
vi att hterm(gz) | hterm(g1) och S\ {hterm(g1)} skiifle i s4 fall ocksa ha varit en
bas till hterm(I), men S var minimal och vi har en motségelse. I annat fall har
vi att hmon(g;) = hmon(f) och f < g1 men det leder ocksa till en motségelse
eftersom alla element i G var minimala. .

Nu vet vi att det inte bara finns en Grébnerbas till varje ideal utan det finns
dessutom en reducerad Grobnerbas. Vi har sokt efter en for ett ideal I unik bas
och i f6ljande sats visar vi att den redecerade Grobnerbasen mycket riktigt ocksa
ar unik:

Sats 4.27 Om I dr ett ideal i K[X] och G dr en reducerad Grobnerbas till T
ar G den unika reducerade Grobnerbasen till I.

Bewis: Vi antar att vi till I har tva olika reducerade Grébnerbaser G och H.
Lat g vara ett element i den symmetriska méngddifferensen G A H (alla
elemenet som ligger antingen i G eller H men inte i bada) sa att hterm(g) &r
minimal i hterm(GAH), vi kan anta att g € G. Enligt sats 4.6 finns det ett h € H
sa att hterm(h) | hterm(g). Eftersom h # g och G &r reducerad maste vi ha att
h € H\ G. Eftersom g var minimalt maste vi ocksa ha att hterm(h) = hterm(g).
Nu ska vi se pa differensen f = g — h. Vi har att

hterm(f) < hterm(g) = hterm(h)
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eftersom G och H &r moniska. Dessutom maste hterm(f) € T'(g) eller hterm(f) €
T(h), tex hterm(f) € T(g). Men eftersom f € I maste det finnas ett p € G sa
att hterm(p) | hterm(f) och vi ser att en term i g (skilt fran hterm(g)) delas av
den ledande termen av nagot element i G' och det motsiger antagandet att G var
reducerad. .

Algoritmen ReducedBuchberg i tabell 4.3 berdknar en reducerad (och enligt
sats 4.27 ar det den reducerade) Grobnerbas. Det nya (de understrukna raderna)
ar att vi borjar med att reducera méangden P pa rad 2 och avslutar med att
reducera bort redundanta element pa raderna 13 och 14.

Tabell 4.3: ReducedBuchberg

procedure Gbasis(P)

1

2 G < ReduceSet(P);k < length(G)
3 BTl 1<i<j<h}

4. while B # () do begin

5. [i, j] < selectpair(B, G)

6 B e B—{[i,jl}

7 h < Reduce(Spoly (G;, G;), G)
8 if h # 0 then begin

9. G—GU{hk—k+1
10. B~ BU{[i,k]:1<i<k}
11. end

12. end

13. R« {geGsaatt Ryg—{g}#0
14. return(ReduceSet(G — R))
15. end

Vi har:

Sats 4.28 Lat F wvara en dndlig delmingd av K[X]. Anta att K dr berdk-
ningsbar och att termordningen pa T dr bestdmbar. Da berdknar algoritmen
Reducedbuchberg i tabell 4.3 den unika reducerade Grobnerbasen G i K[X]| sd
att FF C G och (G) = (F).

Bevis: Se [BW93], korollarium 5.57. o
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Onodiga reduceringar

Nar nu problemet med att bestimma en unik Groébnerbas ar 16st kommer vi
in pa problemet med algoritmernas héga komplexitet. Vi ska hir ga igenom
de i inledningen utlovade kriterierna for néar ett s-polynom reducerar till noll.
Observera att dessa kriterier inte &r fullstdndiga, ett s-polynom kan passera bada
kriterierna men &nda reducera till noll. Det trevliga med kriterierna ar att de
flesta s-polynom som reduceras till noll ”fangas upp” av dem utan att vi behéver
reducera dem.

Vi kallar tva termer s,t € T disjunkta om de inte har nagra variabler gemen-
samt (samma sak som att sdga att lem(s,t) = st).

Sats 4.29 Om hterm(p) och hterm(q) dr disjunkta gdller att

*
—_—

Spoly(p,q) — -

Bewvis: Vi har att

P q
hmon(p)  hmon(q)

Spoly(p, ¢) = lem(hmon(p), hmon(q))

lem(hmon(p), hmon(q))

- hmon(p) hmon(q) [p - hmon(q) — ¢ - hmon(p)]

= a(phmon(g) — ¢hmon(p))
= a[(p — hmon(p)) hmon(g) — (¢ — hmon(g)) hmon(p)]

Eftersom hterm(p) och hterm(g) &r disjunkta kan polynomen p — hmon(p) och
g — hmon(q) ej ha nagra gemensamma termer och dirfor elimineras inga termer
i subtraktionen. Vi har vidare att

hmon(p) el e hmon(p) hmon(q) 4= hmon(q)
varur resultatet foljer. .
Det andra kriteriet foljer ur

Sats 4.30 G dr en Grobnerbas om och endast om for alla f,g € K[X] gdller
att I3h € G, f #h # g, sa att

hterm(h) | lem(hterm(f), hterm(g))
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och
Spoly(f,h) — 0,Spoly(h,g) — 0 .

Bewvis: Se [GCL92] foljdsats 10.6. o

Dessa tva satser kan vi formulera om till villkor som séger att vissa s-polynom
inte behover testas om de reducerar till noll. Vi kan i algoritmen for att berdkna
Grobnerbaser hoppa 6ver polynomparet [i, j] om nagot av nedanstaende villkor
ej ar uppfyllt:

1. criterionl([¢, j], G) &
lem(hterm(G;), hterm(G;)) # hterm(G;) hterm(G;)

2. criterion2([¢, j], B, G) <

~3k, 1 < k < length(G),i £k #j (4.5)
sa att
hterm(Gy) | lem(hterm(G;), hterm(G,)) (4.6)
och
[i,k] & B, [k, j] & B} (4.7)

Med dessa tva kriterier far vi den forbéttrade varianten av Buchbergers algo-
ritm enligt tabell 4.4.

Ytterligare forbattringar

Det finns manga fler sitt att forkorta berdkningstiden.

I [BW93] finns fler villkor liknande de vi har gatt igenom hér tillsammans
med mer utforligare diskussioner. Fler villkor finns ocksa i [Buc85].

I [BW79] diskuterar Buchberger och Winkler hur funktionen selectpair bor
fungera. De visar att om vi alltid valjer [¢, j] s& att

lem(hterm(G;), hterm(G;)) =
ming, {lem(hterm(G,,), hterm(G,,)) : [u,v] € B}

maximerar vi sannolikheten att vara kriterier kan komma till anvdndning. For
fortsatt ldsning, se [BW93] kapitel 5.5.
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Tabell 4.4: ImprovedBuchberger

e R e

procedure Gbasis(P)

G «— ReduceSet(P);k « length(G)
B—{[i,jl:1<i<j<h}
while B # () do begin
[i, 4] < selectpair(B, G)
if criterionl([, j], G) and criterion2([7, j], B, G) then begin
B — B —{[i,j]}
h < Reduce(Spoly(G;, G;), G)
if h # 0 then begin
G—GU{hk—k+1
B— BU{[i,k]:1<i<k}
end
end
end
R—{geGsaatt Ry —{g} #0
return(ReduceSet(G — R))
end
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4.4 Komplexitet

Vi ska hér kort se pa algoritmernas komplexitet.

En viktig sak att undersoka ar gradtalen hos polynomen i Grobnerbasen. Om
man lyckas bestimma (6vre) granser for dessa kan man ocksa fa en indikation pa
antalet polynom i basen och hur méanga reduktionssteg som kan behévas.? For
fortsatt ldsning, se [BW93] (appendix om komplexitet).

Vilken termordning man véljer har stor inverkan pa berékningstiderna. Buch-
berger visar i [Buc83] att for varje naturligt tal n finns det en méngd polynom
P C K[Xy,X5] med D(P) =n (D(P) ar gradtalet hos det polynom p € P som
har hogst grad i P) sa att

(a) for alla Grobnerbaser till P med avseende pa <p, D(G) > 2n — 1 och
(b) for alla Grébnerbaser till P med avseende pa <, D(G) > n? —n + 1.

Komplexiteten for den totala gradordningen &r alltsa lagre &n for den lexiografiska
ordningen.*

For en specifik termordning spelar den inbordes sorteringen av variabler stor
roll. For den lexiografiska ordningen ar skillnaden mellan olika permutationer
av variablerna si stor att man kan tala om en ”instabil algoritm”.® Den totala
gradordningen ar jamforelsevis stabil i det hér avseendet och enligt Buchberger
ar den totala ordningen (oavsett ordning av variabler) lika snabb som den snab-
baste permutationen for den lexiografiska ordningen. ¢ Lazard visar i [Laz83] att
beriikning med den totala gradordningen dr O(d™") fér nagot k € N medans man
i [CGH89b, CGHS89a] kan ldsa att motsvarande for den lexiografiska ordningen

ar O(d™").

Trots dessa resultat ar den lexiografiska ordningen ofta att foredra eftersom
den leder till ”battre” baser i den meningen att tex losning av ekvationssystem
blir mycket enklare. 7

4.5 Sammanfattning

Vi har i det hir kapitlet visat en méngd saker om Grébnerbaser: Den exis-
terar alltid och den &r alltid berdkningsbar. Vi har visat att det alltid finns
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en berdkningsbar, unik Grobnerbas. Vi har dven sett ett par sétt att optimera
algoritmen pa.

Vi har nu manga, fina algebraiska verktyg och en speciell bas for ideal. I nésta
del ska vi se vad allt detta kan anvéndas till.

Noter

! (JGCLY2] sidan 449), "Tt is also clear that most of the computational cost of the
algorithm is in the polynomial arithmetic of the reductionstep.”

2 ([GCLY2] sidan 449), ”Quite typically, though, only a relatively small proportion
of the S-polynomials which are reduced will yield new (nonzero) results.”

3Se [GCLY2] sidan 451

4 [GCLY2| sidan 451, ” Apparently, the complexity of the algorithm is lower when
using <p than when using <r.”

5Se [GCLY2] sidan 462

5Se [Buc85] sidan 228

"Man far med den lexiografiska ordningen en ”triangularisering” av ekvationssys-
temet; en ekvation i endast en variabel, en ekvation i denna variabel och en variabel till
osv. Se sektion 5.5
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Tillampningarna






Kapitel 5

Tillampningar inom
idealteori

Nér vi nu har dgnat sa mycket méda at konstruktion och berdkning av Grébner-
baser vore det ju bra om de gick att anvédnda till nagot vettigt. Och det finns
mycket och manga vettiga saker att géra med Grobnerbaser!

I det hér kapitlet ska vi se pa de mest grundldggande tillampningarna, dvs
hur man raknar med ideal. Resultaten kommer vi att anvénda i nastfoljande
kapitel pa mer komplexa problem.

Vi presenterar problemen som ”fyrstegsraketer”:

1) Allménn presentation av problemet,

2) Formulera problemet som ett ”idealteoretiskt” problem.

4

(1)
(2)
(3) Presentera en metod for att l6sa problemet
(4) Algoritm som l6ser problemet

()

5) Implementation i Maple (se appendix B)

I det hér kapitlet kommer vi att referera till funktionerna (algoritmerna)
Reduce och Gbasis. Reduce ska vara en funktion som implementerar algorit-
men Reduce i tabell 3.1. Gbasis ska vara en funktion som berédknar en monisk,
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reducerad Grobnerbas, tex en implementation av algoritmen ImprovedGbasis i
tabell 4.4.

5.1 Idealtillhorighet

Vi har tidigare sett i kapitel 3.4 att % ar en normal forenklare for restklass-
ringen K[X]/(G), vi sag ocksa att fragan om idealtillhorighet besvaras genom
att se pa ett polynoms normala form. Ar den noll ligger polynomet i idealet.
Eftersom vi enligt sats 4.28 kan berdkna en Grobnerbas till vilket ideal (i poly-
nomringen) som helst betyder det att vi alltid kan ta reda pa om ett polynom
ligger i ett ideal eller inte.

Metoden for att 16sa problemet blir mycket enkel: Givet ett ideal I och ett
polynom p, berdkna Grobnerbasen till I och reducera p med denna bas. Kan vi
reducera till noll ligger p i idealet, annars inte, se algoritm Inldeal i tabell 5.1.

Tabell 5.1: Inldeal

procedure Inldeal(p, P)

G «— Gbasis(P)

h <« Reduce(p, G)

if h =0 then
return(true)

else
return(false)

end

end

©oONO oW =

5.2 Kontrollera om tva polynom ligger i samma
restklass modulo ett ideal

P& samma sitt som ovan sig vi i kapitel 3.4 att —> ocksd dr en kanon-
isk forenklare for restklassringen K[X]/(G). Vi sag ocksa att fragan om rest-
klasstillhorighet besvaras genom att se pa ett polynoms kanoniska form. Har tva
polynom samma kanoniska form ligger de i samma restklass. Eftersom vi enligt
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sats 4.28 kan berdkna en Grobnerbas till vilket ideal (i polynomringen) som helst
betyder det att vi alltid kan ta reda pa om tva polynom ligger i samma restklass.

Metoden for att 16sa problemet blir mycket enkel: Givet ett ideal I och tva
polynom p och ¢, berdkna Grobnerbasen till I och reducera p och ¢ med denna
bas. Resterna vi (eventuellt) far kvar blir vara (minimala) klassrepresentanter,
se algoritm InSameClass i tabell 5.2.

Tabell 5.2: InSameClass

procedure InSameClass(p, ¢, P)
G «— Gbasis(P)
p" < Reduce(p, G)
q' < Reduce(q, G)
if(p’ = ¢') then
return (true)
else
return (false)
end
0. end

SOl whd =

5.3 Rakna med restklasser

Vi har tidigare i sektion 2.4 sett hur vi kan se restklassringen modulo ett ideal,
K[X]/I, som ett vektorrum. Vi sag ocksa att i vissa fall var det 14tt att plocka
fram en bas for detta vektorrum, tex sa fick vi:

K[Xq,..., X,/ (X7 o0 XP)y ={X]" - X" [ 0<7r; <pi}

Basen bestar av alla termer som ar ”"mindre” 4n (i den mening att de inte delas
av) idealets generatorer. Emnligt korollarium 4.18 &r idealet (X1',... XP) en
Grobnerbas och man fragar sig da om det alltid blir lika enkelt sa fort man har
en Grobnerbas?

Lemma 5.1 Lat G vara en Grébnerbas till idealet (P) C K[X1,...,X,] och
lat H vara mdngden

H = {hterm(g) | g € G} .
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Da dr dim({P)) =0 om och endast om det for alla 1 <i < n finns ett m € N
sa att (x;)™ € H.

Bewvis: Se [BW93] T6.54. .
Sats 5.2 Anta att G dr en Grébnerbas och definiera
U = {[u], dirue T(X) sa att =3g € G med hterm(g) | u}

dar [u] dr restklassen till uw modulo G. Om dim({G)) = 0 ar U en linjdrt
oberoende (vektorrums-) bas for K[X]/(G).

Bevis: Anta att vi har att
ar[ur] + -+ amfum] =0
dér a; € K och u; € U. Eftersom vi vet att for p € K[X] géller att
[Pl =0<=pe(G)

och att reduktion modulo G &r en kanonisk férenklare maste det finnas ett poly-
nom g = ajuj + -+ - + amum, € (G). Men enda sattet att Reduce(g, G) = 0 &r att
ap = =a,=0. °

Korollarium 5.3 Om p(X) € K[X] dr ett polynom i en variabel sa ar
U={X"T]0<i< grad(p)}
en bas for K[X]/(p).

Bewis: p bildar enligt korollarium 4.17 en Grobnerbas, resten foljer av sats 5.2.

Korollarium 5.4 Om P = {p1,... ,pn} ddr p; € K[Xy,...,X,] dr monom
sa dr

U=A{u]|ueT(X,...,X,),Ip€P sdaltp|u}
en bas for K[Xy,...,X,]/(P).

Bewis: P bildar enligt korollarium 4.18 en Grébnerbas, resten foljer av sats 5.2.
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Tabell 5.3: QuotientBase

procedure QuotientBase(P)
G «— Gbasis(P)
U «— {usa att u € T[X] och -3¢ € G : hterm(g) | u}
return(U, G)

end

Aol S

For att bestdmma basen till restklassringen K[X]/(P) beréknar vi Grobner-
basen till P och applicerar sats 5.2, se algoritm QuotientBase i tabell 5.3.

I sektion 2.4 fick vi problem med reduktionen nér vi forsokte rdkna i restk-
lassringen men eftersom vi med Grobnerbaser har fatt oss en kanonisk funktion
moter vi nu inga problem. Proceduren blir helt analog med tex heltalsrikning
modulo 4: Givet tva restklasser [p] och [¢] samt ett ideal (P) som bestdmmer
restklasserna adderar eller multiplicerar vi (eller vad vi nu vill géra) represen-
tanter fran restklasserna (tex p och ¢) med varandra och reducerar resultatet
modulo Gbasis(P). Eftersom reduktion modulo en Grébnerbas ar en kanonisk
forenklare far vi som resultat en restklass (egentligen en minimal representant ur
restklassen), se algoritm QuotientMult i tabell 5.4.

Tabell 5.4: QuotientMult

1. procedure QuotientMult(G, ¢1, ¢2)

2. # G = Gbasis(P) dir P &r idealet som bestdmmer restk-
lasserna.

3. return(Reduce(q; - ¢2, G))

4. end

Exempel. Grobnerbasen till (total gradordning med z < y)

F={2*+ T2y — 1,y°x +y,2% + x}
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ar
G ={8y* — x,2* + 8y, xy + 1}
och
hterm(G) = {y?, 2%, zy} .
Vi far vidare att
U={lzy}.

Vi kan nu stélla upp en multiplikationstabell for restklassringen:

P-q [q]
1 1 T Y
p] =z ||z -8y -1
y ||y -1 /8

Exempel. Grobnerbasen till (total gradordning med x < y < 2)

2 2

{22 —y, 2% — o y—,xz—2z+my}
2 2
ar
G={y? -2 4y, 2zy +yz+222 —y —4z,2° —y,
20z —yz — 222 +y,y2% + 6yz — 1822 + 3y + 8z,
2% — Byz 4+ 122% — 2y — 62}
och
hterm(G) = {y?, xy, 22, 22, y2%, 2°} .
Vi far att
U={1,z,y,z2yz2%
och i tabell 5.5 finns en multiplikationstabell for restklassringen. °

For fortsatt lasning, se [BW93] kapitel 9.
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P q [q]
m0d<G> x Y z Yz 22
1 1 T Y z Yz 22
_yz _ 2 _3yz + 522 31;_2_322
2 yz 2_Y 2 2
L Y +142: L g ¥ FY42:
_yz _ 2 Qyz — 2422 —6yz + 1822
2 2 _ : [
y ||y I 27—y yz +dy + 122 — 3y — 8z
—6yz + 1822 Syz — 1222
Yz 2_ Yy 2
* * 2 T2 2 | Y2 ¥ — 3y — 8z + 2y + 62
s 32 1522 | 9yz— 2422 | —6yz+ 1822 | —170yz + 46222 123yz — 33222
y= v 89, TAy+122 | —3y— 82 — 7hy — 2162 + 54y + 1562
2 22 33_2 — 322 —6yz + 1822 | byz — 1222 123yz — 33222 —88yz + 24022
‘ + Y42z ~3y—8z | +2y+6z | +5dy+1562 — 39y — 1122

Tabell 5.5: Multiplikationstabell for restklassringen K[X]/(G), G = {y? —22%+vy, 2xy +yz +222 —y — 4z,
x2 —y, 2xz —yz —22° +y, yz2 + 6yz — 1822 + 3y + 82, 2% — 5yz+ 1222 — 2y — 62} (ledande termer i fetstil)
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5.4 Delideal

Hur vi kan avgora om ett ideal &r en delméngd av ett annat ideal framgar av
foljande sats:

Sats 5.5 (Fi) C () & Vf € Fy:f o 0

Bevis: =: fe Fy = fe(Fi)C(Ih) < f G.st(Fg)) 0

< f 0< fe(Fy) o

Gbasis(F2)

En algoritm som loser problemet finns i tabell 5.6.

Tabell 5.6: Subldeal

procedure Subldeal(Fy, Fy)

G «— Gbasis(F3)
forall f € F; do begin
if Reduce(f,G) # 0 then
return(false)
end
end
return(true)
end

© XSO WD =

5.5 Eliminationsideal

Att berédkna ett eliminationsideal syftar till att berdkna en del av ett ideal som
beror endast av en delméngd av de ursprungliga variablerna. Om vi har ett ideal
I C K[Xy,...,X5] kan vi tex berékna den del som beror endast pa variablerna
U={X1,X4} C{X1,...,X5}. Denna del skriver vi som Iy = I N K[U].

Vad menas med detta? I fallet med linjara ekvationssystem kan vi genom ett
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basbyte genomfora en diagonalisering av ett ekvationssystem som kan se ut som

1 +2x9—23="7
x2—7x3:1
8%3:2

Eliminationsideal &r en teknik att astadkomma diagonalisering av icke-linjira
ekvationssystem (d vs polynom i flera variabler som ej behdver vara linjéra).

For att berdkna ett eliminationsideal behover vi en for varje tillfalle specifik
termordning som uppfyller att U <« X \ U och med det menas att om s € K[U]
och t € K[X \ U] géller alltid att s < t. En termordning som uppfyller detta
krav &r den lexiografiska ordningen. Om I &r ett ideal i K[X1,...,X5] och
vi vill berdkna eliminationsidealet Iyx, x,} kan vi tex vilja den lexiografiska
termordningen med X7 < X4 < X5 < X3 < X5.

Det visar sig att berdkningen av eliminationsidealet blir véldigt enkel om vi
férst berdknar dess Grébnerbas. Om vi har att G ar en Grdébnerbas till idealet
I kan vi istéllet for att berdkna snittet Iy = (G),, = I N K[U] "flytta ut” snittet
till idealens generatorer, d vs

INK[U] = (G) NK[U] = (G N K[U)) (%)

och det sista ledet i (x) ar mycket enkelt att berdkna. For att visa detta behover
vi férst ett lemma:

Lemma 5.6 Anta att {Ur,...,U.} C {X1,...,Xn} och < dr en termord-
ning som uppfyller att U < X \ U. Da gdller féljande:

(i) Om s eT(X) ocht € T(U) sa att s <t gdller att s € T(U).
(ii) Om f € K[U] och p,g € K[X] sa att f -9 gdller att p € K[U] och
g € K[U].

Bevis: (1) Om s € T(X) men s ¢ T(U) innehaller s nagon variabel ur X \ U.
Skriv s som s = uv dir uw € T(U) och v € T(X \ U). Eftersom s ¢ T(U) géller
det att v # 1. Vi far wv = s < t < v, en motsigelse ty uv < v =u = 1.

(ii) p reducerar f och hterm(p) delar darigenom nagon term ¢ i f. Alla termer
i f ligger i K[U] och eftersom hterm(p) € K[U] maste enligt del (i) alla andra
termer i p ligga i K[U] och darmed p € K[U]. Reduktion definieras som att en
av termerna i f reduceras bort och eftersom bade f € K[U] och p € K[U] foljer
att g € K[U]. o
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Proposition 5.7 Lat I vara ett ideal i K[X] och {U} = {U,...,U,} en
delméngd av {X} = {X1,...,X,}. Anta vidare att < dr en termordning pa
T(X) sadan att U < X \ U och G en Grobnerbas till I med avseende pa <.
Da ar GN K[U] en Grébnerbas till eliminationsidealet Iy .

Bevis: Lat 0 # f € Iy. Da giller att f € I och att f — h for nagot g € G
(G &r en Grobnerbas for I). Eftersom f € Iy C K[U] fijljegr av lemma 5.6 &ven
att g € K[U]. g € G och g € K[U] &r detsamma som att g € G N K[U] och f &r
alltsa reducibelt modulo G N K[U]. o

Korollarium 5.8 Anta att K dr berdkningsbar, lat F' vara en delmdngd av
K[X] och lat {U} = {Un,..., U} C{Xy,...,X,} = {X}. Da berdknar al-
goritmen Elimination i tabell 5.7 en Grébnerbas till eliminationsidealet (F) ;.

Exempel. Grobnerbasen till
{2y +1,2y% — 2,232 + 3y}
berédknad med lexiografisk ordnig och z < y < z &r
{122 — 2%, 2% 4 6y, —864 + 2°} .

Enligt proposition 5.7 har vi att I N K[z] = {2° — 864}, I N Ky, 2] = {z? +
6y, 2% — 864} och I N K|x,y,z] = {122 — 22,22 + 6y, 25 — 864}. Eftersom den
inbordes ordningen mellan variablerna kan véljas helt fritt kan vi eliminera bort
vilka variabler som helst. Vill vi t ex berdkna INK [z, y| vdljer vi den lexiografiska
ordningen med =z < y < z. °

Eftersom 16sning av ett diagonaliserat linjart ekvationssystem ar mycket enkel
kan man fraga sig om det blir lika enkelt i det icke-linjdra fallet, och som vi ska
se 1 kapitel 6 blir det ocksa sa. Néstan i alla fall, istéllet for en linjar ekvation i
en variabel far man ett polynom i en variabel som man sedan maste bestdmma
nollstéllen till osv.

5.6 Akta delmangd

Givet en méngd polynom P C K[X], kan vi avgora om (P) # K[X] (alltsa (P)
ar en dkta delméngd) eller om (P) = K[X]?
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Tabell 5.7: Elimination

procedure Elimination(F, Uy, ... ,U,)

set termorder (U,U\ X): U < U\ X
G «— Gbasis(F)
return(G N K[U])

end

Aol S

Lemma 5.9 Ldt I vara ett ideal till K[X]. Da gdller att
I=K[X]|< KCI.

Bewvis: =: Foljer direkt av att K C K[X].

«<: Eftersom K C I och K ar en kropp har vi att 1 € I. Definitionen av
ideal séger att al C I for alla a € K[X] och eftersom 1 € I har vi att a € I for
alla a € K[X], dvs att K[X] C I och eftersom ett ideal till en ring inte kan vara
storre an ringen har vi att I = K[X]. D

Sats 5.10 Lat I vara ett ideal till K[X], G en Grobnerbas ill I (vilket in-
nebdr att I = (G)). Da gdller att

I = K[X] <= G innehaller en konstant .

Bewvis: Enligt proposition 5.7 med U = {} har viatt IN K = (G N K).

=: Lemma 5.9 ger att K C I. For a € K giller att a € I och eftersom
I = (G) finns det ett b € K[X] och ett g € G sa att bg = a. Eftersom a € K (4r
en konstant) masste ocksa g vara en konstant.

«<: Lata € KNG. Vifarda att K C {ap|p € K[X]|} CI. Lemma 5.9 ger
att I = K[X]. °

For att bestaimma om ett ideal ar en dkta delmangd eller inte berdknar vi
forst idealets Grobnerbas. Om Grobnerbasen innehaller en konstant sdg a har vi
att a € K och {a} N K # (), se algoritmen Proper i tabell 5.8.

5.7 Snitt av ideal

Givet ett antal ideal Iy,...,I,, dar I; = (F}), F; C K[Xy,...,X,], kan vi
berdkna snittet N~ ;7 For att kunna goéra det maste vi infora nya variabler, en
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Tabell 5.8: Proper

procedure Proper(F)

G «— Gbasis(F)
if(GN K =0) then
return(true)
else
return(false)
end
end

XN O WD =

for varje ideal I;. Vi kallar dessa variabler Y1,...,Y,,.

Proposition 5.11 Ldt Iy, ... , I, vara ideal till K[X,...,X,] och ldt

m

J={1-M+-+Y)ul ¥

i ringen K[X1,...,Xn,Y1,...,Yn]. Da dr N, 1; lika med eliminationside-
alet Jx.

Bewvis: Se [BW93] P6.19. o
Korollarium 5.12 Anta att K dr berdakningsbar och lat Fy,... , F, wvara

dndliga delmdngder av K|X]. Da berdknar algoritmen Intersection i tabell 5.9
en Grébnerbas till idealet N2y (F;) @ K[X].

Tabell 5.9: Intersection

1. procedure Intersection(Fy, ... , Fy,)

2. G « Elimination({1 — > 0, Y;} U UL, YiF;, X)
3. return(G)

4. end
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Anmarkning. Eftersom algoritmen Elimination anropas kommer vi dar att
behova en termordning < som uppfyller {X1,... , X, } < {Y1,...,Y,}, dvs for
s€ K[Xy,...,Xp)ocht e K[Y1,...,Y,] giller att s < ¢t. Detta uppfylls som vi
tidigare sagt av den lexiografiska ordningen med X; < --- < X,, <Y} < ---Y),.

5.8 Snitt av restklasser

Givetideal I, ... , I, 1 K[X] och polynom fi, ..., f;, 1 K[X], forma restklasserna
fi+ L, 1 <i<m (f; +I; ar namnet pa den restklass modulo I; som innehéaller
fi). Vi vill svara pa foljande fragor:

(a) Finns det nagot polynom i snittet N, (f; + 1;)?
(b) Ligger ett givet g € K[X] i snittet N, (f; + I;)?

Lat Y =Y3,...,Y,, vara nya variabler. Bilda

m

J=(JVLUu{l-(Yi+ - +Yn)})

i=1
och
ff=vifi+---Ynfme KX)Y].
Vi séger ocksa att
Ay =02 (fi + 1)

Sats 5.13 (Kinesiska restsatsen) Lat < vara en termordning pa T(X,Y)
som uppfyller X <Y, lat G vara en Grobnerbas till idealet J i K[X,Y] med
avseende pa < och lat h vara den unika normala formen av f* modulo G. Da
ar féljande villkor ekvivalenta:

(i) Ay # 0.
(1) h € K[X].
(iit) h e As.
Dessutom dr Ay = h + N Iy ddr h dr minimal i Ay med avseende pd

ordningen pa K[X] inducerad av < och for alla g € K[X] har vi att g € Ay om
och endast om h dr den normala formen av g modulo Grébnerbasen GNK[X].
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Bevis: Se [BW93] T6.23. o

Korollarium 5.14 Anta att K dr berdkningsbar och lat < vara en bestambar
termordning pa T(X). Om Fi,... ,F, dar andliga delmdngder av K[X] och
fis-oo s fm € K[X] sa avgdr algoritmen CRT i tabell 5.10 om

Nty fi + (Fi)

ar tom, och om inte beraknar CRT ett element i snittet som dr minimalt med
avseende pa ordningen inducerad av <.

Tabell 5.10: CRT

procedure CRT(Fy,..., Fo, f1,--- 5 fm)
G« Ghasis({> ", ViL,}U{l-Y1 —--- =Y, })
fe2i
h < Reduce(f, G)
if h € K[X] then
return(true, h)
else
return(false)

end
0. end

SO0 otk =

Korollarium 5.15 Anta att K dr berdkningsbar och lat < vara en bestdmbar
termordning pa T(X). Om Fy,...,F, dr dndliga delmdngder av K[X] och
9, f1,-- s fm € K[X] sa avgor algoritmen CRT-in i tabell 5.11 om

g €My fi+(F;) .

5.9 Sammanfattning

Vi har i det hér kapitlet tittat en del pa de mest grundliggande tillampningarna
av Grobnerbaser.
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Tabell 5.11: CRT-in

procedure CRT-in(g, F1, ..., Fum, f1,- -+ 5 fn)
G« Ghbasis({> ", i} U{l-Y1 —--- =Y,})
e
h «— Reduce(f, G)
G — GNK[X]
h' +— Reduce(g, G')
if h = b’ then
return(true)
else
return(false)
end
0. end

20O 0Nt =

Tilldimpningar och algoritmer &ar i stort hdmtade fran [BW93] och dér finns
annu fler tillimpningar inom idealteori beskrivna som berdkning av syzygies,
idealkvoter och rédkning med radikalideal.

I néista kapitel ska vi se pa en mer komplex tillimpning: Losning av system
av icke-linjara polynomekvationer i flera variabler.
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Kapitel 6

Ekvationslosning

I det hér kapitlet ska vi se pa en tillimpning av Grébnerbaser pa ett mer omfat-
tande problem, ndrmare bestdmt 16sning av ekvationssystem bestaende av icke-
linjara polynomekvationer. Linjara ekvationssystem kan enkelt 16sas genom en
diagonalisering av systemet och vi ska har visa att dessa ideer utan problem kan
Overforas pa icke-linjara fallet, proceduren blir dock lite mer komplicerad.

Eftersom resultaten i det hér kapitlet till stor del bygger pa mer avancerad
matematik &n vad som ryms inom detta kompendiums ramar kommer vi till skill-
nad fran foregaende kapitel inte att presentera nagra bevis, den som 6nskar beldgg
for pastaenden och bevis till satser far istéllet konsultera [GCL92] och [BW93].

6.1 Problemet

Vi vill 16sa ett ekvationssystem av typen

fi=0
s (6.1)
fm =0
dar f; € K[X1,...,X,] och med 16sa menar vi hitta alla a = (a1,... ,a,) € K"

diir fi(a) = - = fu(a) =0.
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Exempel. Tva ekvationssystem som upfyller villkoret i ekvation (6.1) &r

zy+1=0
{x2+x=0 (6.2)

och

zxy +82%y =0
22y —T72=0 (6.3)
222 —-22-2y+1=0

Bada dessa ar, som vi ska se senare, losbara och har ett dndligt antal 16sningar.
[}

6.2 Formulering som problem i idealteori

For att kunna anvénda teknikerna med Grobnerbaser maste vi formulera om
problemet till "rétt sprak”, d vs vi maste uttrycka problemet i form av ideal till
en polynomring.

Om vi vill séka nollstéllen till ett ekvationssystem av typen (6.1) kan vi enligt
sats 2.10 som sager att

Z(f1,-- - fm) = Z({f1,- - s fm))

lika val soka nollstéllen till det ideal som genereras av de enskilda polynomen
fi,---, fm- Sats 2.11 séger oss vidare att eftersom

(f1,-- s fm) = ({Gbasis(f1,... , fm)})

har idealet genererat av de enskilda polynomen samma nollstillen som idealet
genererat av Grobnerbasen till samma polynom och om vi anvénder sats 2.10 igen
ser vi att alla nollstéllen till det ursprungliga ekvationssystemet finns bevarade i
generatorerna till Grobnerbasen, dvs

Z(fi,- - fm) = Z(Gbasis(fi,... , fm)) -

Sats 6.1 Ldt G vara en Grobnerbas till (P) C K[X1,...,Xy,]. Om dim({P))
0 finns det for varje 1 < i < n ett polynom p; i endast variabeln X; som in-
nehaller alla nollstillen map den variabeln.

Bewvis: Se [BW93] lemma 6.50. o
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Vi kan gora om samma konstruktion for vilken variabel X1, ... , X,, som helst
sa vi vet att det till varje variabel finns ett polynom i (G) som innehaller alla
nollstéllen m ap den variabeln. Hur vi berdknar dessa polynom ska vi aterkomma
till.

6.3 Losningsmetod och algoritmer

Fran linjar algebra vet vi att vi kan, forutsatt att ”konstantmatrisen” ej ar sin-
gular, med ett basbyte omvandla ekvationssystemet

aix aiz2 ais € C1
a21 Q22 A23 T2 | = | C2
azp azz ass €3 C3
till
bir b2 b3 x1 dy
0 bao bo3 2| =[d2
0 0 b33 I3 d3

Har har vi nu fatt en ekvation i endast z3
b3zxz = d3
och en ekvation i z5 och z3
baawa + bagws = da

men eftersom x3 redan ar kédnd (genom forra ekvationen) blir detta en ekvation
i endast en ny obekant. Man kan se detta som att vi tar fram en ekvation forst
for a3, loser den, stoppar in denna l6sning i ekvation tva, loser ut xo (z3 ar ju
redan bestdmd), stoppar in 16sningen till 5 och z3 i forsta ekvationen och 16ser
ut xj.

I fallet med ickelinjara ekvationssystem kan vi numera gora pa samma sétt.
Hur vi bar oss at for att ta fram en ekvation for en av de obekanta beror pa
vilken termordning vi anvénder. I fallet med den lexiografiska ordningen blir
det enkelt eftersom vi kan anvinda eliminationsideal. I fallet med den totala
gradordningen blir det dock lite krangligare, mer om detta senare. Né&r vi nu
kan ha ickelinjara ekvationssystem kan vi for en variabel inte bara fa en utan
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flera 16sningar. Algoritmen maste da ”grena upp” sig och undersoka resten av
systemet en gang for varje mojlig 16sning.

Innan vi ger oss pa att 16sa ett ekvationssystem maste vi forsdkra oss om tva
saker: (1) Att ekvationssystemet ar losbart och (2) att det bara har ett andligt
antal 16sningar.

Sats 6.2 Lat G vara en monisk Grébnerbas till (P) = (p1,...,pm) C K[X].
Da ar P (sett som ett ekvationssystem enligt 6.1) losbart om och endast om

1¢G.

Anmarkning. Om G dessutom ar en reducerad Grobnerbas blir villkoret
istéllet {1} # G.

Sats 6.3 Lat G vara en Grobnerbas till (P) = (p1,... ,pm) C K[X]. Dd har
ekvationssystemet associerat med P dndligt manga lésningar om och endast
om dim((P)) = 0.

Bewvis: Se [BW93]. .

Exempel. Till ekvationssystemet (som uppenbarligen ej ar 16sbart)

2 =0
1+x=0
y+1=0

associerar vi idealet F' = (zy?,1+x,y+1) och Grébnerbasen till F' (gradordning,
r<y<z)ar

G, ={1}
och vi ser direkt att systemet enligt sats 6.2 ej ar losbart. °

Exempel. Vi har att Grobnerbasen till

zy =20
rz+y=0
zx =0
ry+222=0

ar (lexiografisk, z < y < 2)

Gy ={z+y,9° 2y} .
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Systemet ar enligt sats 6.2 losbart, men har det dndligt antal 16sningar? FEn
snabb titt pa systemets Grobnerbas ger att

hterm(Gs2) = {x,y, zy}
och systemet har enligt sats 6.3 oéndligt manga l6sningar. °
Exempel. Grobnerbasen till ekvation (6.2) dr (gradordning, z < y < 2)
Gs={-14y,1+a}
vilket &r l6sbart och har &ndligt manga 16sningar. .

Exempel. Grobnerbasen till ekvation (6.3) ar (lexiografisk ordning, x < y <

2)

Gy =16 + 22y + 16y — 162 + 40962* + 51225 — 2 — 8,
dyt — 4y + % — 2867227 + 17922 — 282,
2y 2 — 2y — 12823 + 81922° — 822 — 13107227 + 25625,
—162% + 5122° 4+ 222y — 22,
5122% — 1638427 4+ 162° + 40962° — 2621442 + 419430421 — 722

sa systemet &r losbart. Ur
hterm(Gy4) = {ac7y4,y2z, 2%y, zll}

ser vi att det ocksa bara har ett dndligt antal nollstéllen. .

(a) Termordning som uppfyller U < U \ X

For att analogt med det linjara fallet fa en ekvation i endast en variabel, tex
x3, anvander vi den lexiografiska termordningen med z3 < z2 < x1 och berdknar
eliminationsidealet Itx,;. Vi far da ett ideal som genereras av ett polynom i
variabeln 3 och detta polynom &r det polynom p; som beskrevs i sats 6.1.

Vi bestammer nollstéllen for detta polynom pa ”vanligt” sétt. Nista steg
blir att stoppa in dessa nollstéllen, ett i taget, i ekvationssystemet och for varje
nollstélle berikna eliminationsidealet Iyx, x,} och ur detta berikna (eventuella)
16sningar till Xo. Fortsétt pa samma sétt for resterande obekanta.

Tillh6érande algoritm finns i tabell 6.1.
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Tabell 6.1: SolveLex

1. procedure SolveLex(P)

2 G «— Gbasis(P)

3 roots «— )

4. p < selectpoly(Elimination(G, X))

5. roots < rootsU {(a) | p(a)) = 0}

6 for k fromn—1by —1 to 1 do {

7 S0

8 Gr — GNK[Xy, ..., Xpn] — K[Xkt1, .., Xn)
9. foreach (ak1,...,ay) € Toots do

10. G —{g( Xk, k41, ... ,0n) | g € Gi}

11. G’ — Ghbasis(G")

12. p « selectpoly (G’ N K[X])

13. if p # 1 then

14. S — SU{(a,ht1,--- ) | p(a) =0}
15. end

16. end

17. roots «— S

18. end

19. return(roots)

20. end
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(b) Allménna fallet

I fallet nér var termordning ej uppfyller U < U \ X maste vi ersitta elimina-
tionsidealet med nagot annat.

For att berakna det polynom p; som nédmns i sats 6.1 kan vi anvanda algo-
ritmen i tabell 6.2. T 6vrigt ar strategin for att 16sa hela ekvationssystemet helt
analog med fallet for den lexiografiska ordningen. En komplett algoritm finns i
tabell 6.3.

Tabell 6.2: SolveOneDeg

1. procedure SolveOneDeg(P, x)
2 G «— Gbasis(P)

3 k—0

4. do {

5. pr — Reduce(z¥, G)

6 if 3(ao, ... ,ax) # (0,...,0) sa att Z?:o a;p; =0 then
7 return(a; * - Z?:o ajz?)
8. else

9. k—k+1

10. end

11. end

12. end

6.4 Sammanfattning

Att 16sa ekvationssystem med Grébnerbaser dr utan tvekan en mycket kraftfull
metod.

Nagra av dess fordelar: Den &r, bara systemet &ar 16sbart och har dndligt antal
l6sningar, alltid genomforbar och ger mojlighet att berdkna exakta nollstallen. T
fallet med odndligt manga l6sningar kan man ta fram parameterlésningar.

Den har ocksa nackdelar: Algoritmen for berdkning av Grébnerbaser plagas
som vi sett tidigare av hog tidskomplexitet. Vi kan ocksa fa envariabelpolynom
av hog grad som kan vara mycket svara att 16sa.
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Tabell 6.3: SolveDeg

procedure SolveDeg(P, x)

Q —A{[P,0l}
for k from n by -1 to 1 do {
S —10
foreach [G, (agy1,...,00)] € Q do {
G —{g(x1,. .., Tk, Qt1,-.. ) | g € G}
G’ — Gbasis(G')
p < SolveOneDeg(G’, z,)
if p # 1 then
S — sU{[G, (a, @pt1,--. ,an)] | p(a) = 0}
end
end
QS
end
roots «— ()
foreach [G, (aq,...,a,)] € Q do {
roots < roots U {(a1, ... ,an)}
end
return(roots)
end
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Lampliga (allménna) kéllor for ytterligare information dr [GCL92], [BW93]
och [Buc85]. I [Cza89] diskuteras en variant pa Buchbergers algoritm som &r
battre lampad for ekvationslosning.
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Bilagor






Bilaga A

Grobnerbaser pa WWW

Datoralgebrans hemsida CAIN (Computer Algebra Information Network) pa
http: //math — www.uni — paderborn.de/CAIN/

samt, naturligtvis, RISC (Research Institute for Symbolic Computation) som
drivs av upphovsmannen bakom Grobnerbaser Professor Bruno Buchberger pa

http: //www.risc.uni — linz.ac.at
Ett urval av program som stédjer Grobnerbaser:

e Maple (kommersiellt)
Package ”grobner”. Se ”help browser” under ”Mathematics/Algebra/ Poly-
nomials/Grobner Bases”.

e MuPAD (gratis)
Multi Processing Algebra Tool
Jamforbart med Maple.
http://math-www.uni-paderborn.de/MuPAD/

e SACLIB (gratis)
Symbolic Algebraic Computation LIBrary
Ett C-bibliotek for symbolisk algebra.
http://www.can.nl/SystemsOverview/Special/Algebra/SACLIB.html
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e Groebner (gratis)
Ett C-bibliotek for att berdkna Grobnerbaser, bygger pa SACLIB.
http://wuw.can.nl/SystemsOverview/Special/Algebra/GROEBNER/productinfo.html

e Macaulay (gratis)
Algebraisk geometri och datoralgebra. http://www.math.uiuc.edu/Macaulay2/

e Bergman (gratis)
http://www.can.nl/SystemsOverview/Special/Algebra/bergman.html



Bilaga B

Implementation av
algoritmer

I detta kapitel finns flertalet av de presenterade algoritmerna implementerade i
Maple. Dessa implementationer gor inga som helst ansprak pa att vara sérskilt
effektiva, deras enda syfte ar att askadliggéra hur en implementation kan se ut.

B.1 Algoritmer kapitel 3
GBvar:=[x,y,z];

GBorder:=tdeg;

HEHEHEE R
# Algoritm Reduce #
I

HHHH S HEH R
# leadmon

leadmon := proc(p)
local t;

t := grobner[leadmon] (p, GBvar, GBorder);
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expand (t [1]*t [2])
end;

#HSHHRHE RS RS RS RS RS
# hterm

hterm := proc(p)
local q;

if p=0 then RETURN(0) fij;

q := leadmon(p);
q / lcoeff(q)
end;

HHHH S H A
# divides

divides := proc(p, r)
local t, q;

# Only checks the term part
# of r and p.

if (not(type(p, monomial) and type(r, monomial))) then
RETURN (false)
fi;

if (p=0 or r=0) then
RETURN (false)
fi;

type(r/p, monomial)
end;

#HSHHRHE RS R RS RS RS
# reducer_set
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reducer_set := proc(p, Q)

map( (x, htp) ->
if(divides(hterm(x), htp)) then

X
fi,
Q minus {0}, hterm(p))
end;
HHH R HHHHH R RS

# selectpoly
selectpoly := proc(S)

# The most simple implementation of
# selectpoly: just pick the first one.

S[1]
end;

HHH S
# Reduce

Reduce := proc(p, Q)
local r, q, R, f, k, L;

r :=p;
q := 0;
L := [1;

while(r<>0) do

R := reducer_set(r, Q);

while (nops(R)>0) do

f := selectpoly(R);
:= leadmon(r) / leadmon(f);

:= expand(r - kxf);
[ op(L), [k,f] 1;
:= reducer_set(r, Q);

o E R R
i
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od;
q :
r :
od;

expand(q + leadmon(r));
expand(r - leadmon(r));

RETURN(q, L);
end;
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HHHEHHEEEE AR
# Algoritm ReduceSet #
HEFH R R

HHH S
# list_minus

list_minus := proc(L, 1)
local LL;

LL := []1;

for p in L do
if not(member(p, 1)) then
LL := [op(LL), p]
fi;
od;

RETURN(LL) ;
end;

HHH SRS
# ReduceSet

ReduceSet := proc(E)
local R, P, h, Q, EE, s, k;

R := E;
P := {};

while(nops(R)>0) do
h := selectpoly(R);
R := list_minus(R, {h});
h := Reduce(h, P)[1];
if h<>0 then
Q := map( (q, hth) ->

if ( divides(hth, hterm(q)) ) then
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q
fi,
P, hterm(h));
R := [op(R), op(Q)];
P := (P minus Q) union {h};
fi;
od;

EE := [];
S :=P;
for h in P do

h := Reduce(h, S minus {h})[1];
k := lcoeff(leadmon(h));
h := simplify(h/k);
EE := [op(EE), h];
od;
RETURN (EE) ;

end;
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B.2 Algoritmer kapitel 4

IR
# Algoritm Buchberg #
HEEHEEHHE

B
# selectpair

selectpair := proc(B, G)

# The most simple implementation of
# selectpair: just pick the first one.

B[1]
end;

I
# Spoly

Spoly := proc(p, q)
simplify(lcm(leadmon(p), leadmon(q))
*((p/leadmon(p))-(q/leadmon(q))))

end;

HHHH S HEH R
# Gbasis

Gbasis := proc(P)
local G, k, B, i, j, h, ij, sp;

G := P;
k := nops(G);
B := map( (x) ->

if (x[1]1<x[2]) then
X
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fi,
{seq(seq([i,j], j=1..k), i=1..kK)});

while(nops(B)>0) do
ij := selectpair(B, G);
B := B minus {ij};
sp := Spoly(G[ij[11], G[ij[2]11);
h := Reduce(sp, { op(G) })[1];
if h<>0 then

G := [ op(G®), h 1;
k := k+1;
B := B union { seq([i,k], i=1..(k-1))}
fi;
od;
RETURN(G) ;

end;
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s s s
# Algoritm ReducedBuchberg #
HHFF R

RGbasis := proc(P)
local G, k, B, i, j, h, ij, sp;

G := Gbasis(ReduceSet(P));
R := map( (g,&) ->
if (nops(reducer_set(g,G) minus {g})) > O then
g
fi,

{op(@®)}, {op(G®)}
);

RETURN (ReduceSet ({op(G)} minus R));
end;
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LT s s s
# Algoritm ImprovedBuchberg #
s

critl := proc(i, j, G)

if ( not(simplify(lcm(hterm(G[il),hterm(G[j1)) ) =
simplify(hterm(G[i]), hterm(G[jl)) ) ) then
true
else
false
fi;
end;

crit2 := proc(i, j, B, GB)
local S, n, t;

S := map( (k) ->
if not(i=k) and not(k=j)
and divides(hterm(GB[k]), lcm(hterm(GB[i]) ,hterm(GB[j]1)))
and not (member ([i,k], B))
and not (member ([k,j]l, B)) then

[i,jl
fi,
{seq(t, t=1..nops(GB))}
)3

if nops(S)=0 then

true
else

false
fi;

end;

IGbasis := proc(P)
local G, k, B, i, j, h, ij, sp;

G := P;



B.2. ALGORITMER KAPITEL 4 143

k := nops(Q®);
B := map( (x) ->
if (x[11<x[2]) then
X
fi,

{seq(seq([i,j], j=1..k), i=1..kK)});

while(nops(B)>0) do
ij := selectpair(B, G);
if crit1(ij.i, ij.j, B, @) and crit2(ij.i, ij.j, B, G) then
B := B minus {ij};
sp := Spoly(G[ij[1]], G[ij[2]]1);
h := Reduce(sp, { op(G) })[1];
if h<>0 then

G := [ op(G), h 1;
k := kt1;
B := B union { seq([i,k], i=1..(k-1))}
fi;
fi;
od;
RETURN(G) ;

end;
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RIGbasis := proc(P)
local G, k, B, i, j, h, ij, sp;

G := IGbasis(ReduceSet(P));

R :

map( (g»G) ->
if (nops(reducer_set(g,G) minus {g})) > O then
g
fi,
{op(@®)}, {op(G®)}
);

RETURN (ReduceSet ({op(G)} minus R));
end;
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B.3 Algoritmer kapitel 5

Hér anvinder vi Maples inbyggda funktioner fér berdkning av Grobnerbaser.
Funktionen

grobner[gbasis](F, X, termorder)

berdknar Grobnerbasen till F'. Termordningen kan antingen vara plex for lex-
iografisk ordning eller tdeg fér gradordning. Den inbdrdes ordningen mellan
variablerna satts med X. For att reducera ett polynom skriver vi

grobuner[normalf](poly, F, X, termorder)

dér poly ar polynomet vi vill reducera, F' den Grobenrbas vi vill reducera med,
X och termorder som ovan.

GBvar:=[x,y,z];

HHH S
# CanonicalForm

CanonicalForm := proc(p, P)
local G, h;
G := grobner[gbasis] (P, GBvar, tdeg);
h := grobner[normalf] (p, G, GBvar, tdeg);
RETURN (h) ;
end;
HHHHHRHHH R H R R
# Inldeal

InIdeal := proc(p, P)
local G, h;

if CanonicalForm(p, P)=0 then
true
else
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false
fi;
end;



B.3. ALGORITMER KAPITEL 5 147

HHHEHEHEEER AR
# Algoritm InSameClass #
HEFH R

HHH S
# InSameClass

InSameClass := proc(p, q, P)
local G;

G := grobner[gbasis] (P, GBvar, tdeg);

if grobner[normalf] (p, G, GBvar, tdeg) =
grobner [normalf] (q, G, GBvar, tdeg) then
true
else
false
fi;
end;
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HHHH S H
# Algoritm QuotientBase #
HH S

HHH S
# QuotientBase

_combine:=proc(A,B)

C:={};
for i from 1 to nops(A) do
for j from 1 to nops(B) do
C:= [op(C), [op(A[il), B[j]1 1 1;
od;
od;

RETURN (C);
end;

_QuotientBase := proc(G, X, k)
local R, T, t, i, j;

HT := map( (x) -> hterm(x), G);
t:=[seq(j, j=0..k[1]1) 1;
for i from 2 to nops(k) do

t := _combine(t, [seq( j , j =0..k[i])] );
od;
T:=[1;
for i from 1 to nops(t) do

tt:=t[i];

term:=1;

for j from 1 to nops(X) do
term:=term*X[j]~tt[j];
od;
T := [op(T), term];
od;
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R := {};
for i from 1 to nops(T) do
f := 0;
for j from 1 to nops(HT) do
if divides(HT[j], T[i]) then
f :=1;
fi;
od;
if (£=0) then
R := R union {T[il};
fi;
od;

RETURN (HT, R);
end;

QuotientBase := proc(P)
local G, maxdeg;

# maxdeg = maximum degree of each variable in GBvar.

# Here it is assumed that 10 is an upper limit.
maxdeg := map( (var) ->
10,
GBvar) ;

G := grobner[gbasis] (P, GBvar, tdeg);
print (G, maxdeg);
_QuotientBase(G, GBvar, maxdeg);

end;



150 BILAGA B. IMPLEMENTATION AV ALGORITMER

HHHEHHEREE
# Algoritm Subset #
HHFH R R R

Subset :=proc(F, P)
local G, R;

G:=grobner [gbasis] (P, GBvar, tdeg);

R:=map( (£, GB) ->
if not(grobner [normalf] (f, GB, GBvar, tdeg)=0)
then f fi, F, G);

if nops(R)=0 then
true

else
false

fi;
end;
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